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1. Introduction
1.1. Espaces de Berkovich. — Vers la fin des anne´es 1980, V.G. Berkovich
a introduit des espaces analytiques non archime´diens [Ber1, Ber2], dont
la topologie est plus agre´able que les espaces analytiques rigides introduits
pre´ce´demment par J. Tate [Ta]. Contrairement aux espaces analytiques
rigides, les espaces de Berkovich sont connexes par arcs, localement compacts
et localement contractibles. Ils ont de´ja` trouve´ des applications en ge´ome´trie
† Partiellement soutenu par les projets Fondecyt # 1040683, MeceSup UCN-0202, South
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alge´brique, physique mathe´matique et en syste`mes dynamiques. On pourra
consulter [D] pour plus de pre´cisions et de re´fe´rences.
L’objectif de ces notes est de donner une description e´le´mentaire de l’un des
espaces de Berkovich le plus simple : celui associe´ a` la droite projective, ou` le
corps ultrame´trique de base sera suppose´ complet et alge´briquement clos. Cet
espace, qu’on appelera par la suite droite projective de Berkovich, posse`de une
structure d’arbre, ou` chaque sommet posse`de un nombre infini de branches et
ou` l’ensemble de sommets est dense.
En dehors de son inte´reˆt intrinse`que, la droite projective de Berkovich est
inte´ressant car ses parties ouvertes sont des domaines naturels des fonctions
« analytiques ». Les bonnes proprie´te´s topologiques de cet espace font que la
the´orie des fonctions analytiques qui en re´sulte est tre`s naturelle et proche de
la the´orie complexe, voir [BR1, Ben1, Ben2, C, CR, R-L4, R-L5]. La
droite projective de Berkovich permet aussi d’avoir une the´orie du potentiel
tout a` fait analogue a` la the´orie complexe usuelle. Mentionnons ici [BR1, FJ],
et notamment [Th] pour un de´veloppement acheve´ dans le cadre plus ge´ne´ral
des courbes lisses.
Les espaces de Berkovich sont aussi des espaces naturels pour e´tudier des
syste`mes dynamiques d’origine alge´brique. Leur topologie localement com-
pacte garantit des bonnes proprie´te´s de la the´orie de la mesure, pour e´tudier
des proprie´te´s ergodiques [BR2, CL, FR1, FR2]. Dans le cas particulier de la
droite projective, on a une the´orie des ensembles Julia et Fatou plus naturelle
et plus proche de la the´orie classique complexe [R-L6], que son analogue sur
la droite projective usuelle [Bez, Hs, R-L1].
1.2. Sur ces notes. — On de´crit ici la droite projective de deux fac¸ons,
distinctes de la de´finition originale de Berkovich. La de´finition de Berkovich
est base´e sur des semi-normes multiplicatives d’alge`bres de Banach ul-
trame´triques, alors que les de´scriptions qu’on fait ici sont de nature plus
ge´ome´triques.
Premie`rement on de´crit la droite projective comme la comple´tion de la
droite projective usuelle par rapport a` une certaine structure uniforme. Cette
structure uniforme est diffe´rente de la structure uniforme induite par la dis-
tance chordale, mais elle induit la meˆme topologie sur la droite projective
usuelle. Il est tre`s facile de voir que l’espace qui en resulte est compact. Cette
structure uniforme est tre`s utile, car elle est de´finie meˆme dans le cas ou` la
droite projective de Berkovich n’est pas me´trisable. On de´crit cette construc-
tion dans un contexte plus ge´ne´ral en § 3. En § 4 on applique cette construction
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au cas de la droite projective et on relie l’espace qui en resulte avec la droite
projective de Berkovich. En § 5 on e´tudie quelques proprie´te´s ge´ome´triques de
cet espace.
Deuxie`ment on obtient la droite projective de Berkovich, muni de la
« topologie fine » , par un proce´de´ ge´ne´ral et bien connu, qui a` chaque
espace ultrame´trique associe un arbre. La droite projective de Berkovich c’est
l’arbre que l’on obtient par ce proce´de´, lorsque l’espace ultrame´trique est
e´gal a` la droite projective usuelle muni de la distance chordale. La partie
« non singulie`re » de l’espace de Berkovich s’identifie ainsi avec « l’espace des
boules ». En § 6 on rappelle ce proce´de´ ge´ne´ral et en § 7 on l’applique au cas
particulier d’un corps ultrame´trique.
Finalement en § 8 on fait le lien entre les deux constructions.
1.3. Remarques et re´fe´rences. — On pourra consulter [Ber3, D, FvdP,
L-S] pour une introduction aux espaces de Berkovich en ge´ne´ral, et [BR1] pour
le cas particulier de la droite projective e´tudie´e ici. Une the´orie proche de celle
de Berkovich a e´te´ de´veloppe´e par R. Huber dans [Hub]. Plusieurs e´le´ments de
la the´orie de Berkovich ont e´te´ e´tudie´s avant les travaux de Berkvoich. Notam-
ment, M. van der Put a introduit dans [vdP] des « points ge´ome´triques » d’un
espace analytique rigide, appele´s « filtres premiers ». Il a e´te´ montre´ apre`s [PS]
que ces points sont e´troitement relie´s a` l’espace de Berkovich correspondant,
voir aussi [FvdP]. Les espaces de Berkovich sont modele´s par les espaces de
semi-normes multiplicatives d’alge`bres de Banach ultrame´triques. Ces derniers
espaces ont e´te´ e´tudie´s notamment par B. Guennebaud, G. Garandel et A. Es-
cassut. Voir par exemple [Es1, Ga, Gu], et les livres plus re´cents [Es2, Es3].
L’approche aux espaces de Berkovich par les structures uniformes est ap-
paremment nouvelle. Cependant ces e´le´ments sont de´ja` dans la litte´rature
de´puis longtemps : les filtres de Cauchy minimaux (les points de la droite pro-
jective de Berkovich par cet approche, voir Proposition 4.2) sont exactement
les « filtres circulaires » introduits par Garandel dans [Ga] pour caracte´riser
certaines semi-normes multiplicatives, voir aussi [Es2, Es3]. Ils sont aussi
proches des « filtres premiers », mentionne´s plus haut.
Diffe´rents aspects topologiques et ge´ome´triques de (parties de) la droite
projective de Berkovich sont e´tudie´s dans [BHM, M1, M2, R-L2, R-L5],
voir aussi le livre [Es3].
Comme il a e´te´ remarque´ par Berkovich dans [Ber1, § 5], dans certaines
cas ces espaces sont e´troitement relie´s aux immeubles de Bruhat-Tits, voir
aussi [W]. En particulier la droite projective de Berkovich est tre`s relie´e a`
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l’immeuble de Bruhat-Tits associe´ au groupe SL2 du corps de base, voir par
exemple [R-L2, §§ 7.2, 7.3]. Notons finalement l’« arbre de valuation » e´tudie´
dans [FJ] est assez relie´ a` la droite projective de Berkovich.
1.4. Remerciements. — Je remercie M. Baker et R. Rumely pour leur
inte´reˆt et leur commentaires lors d’un minicours que j’ai donne´ a` l’Universite´
de Georgia en Avril 2005, lesquels ont e´te´ tre`s outils pour ame´liorer l’exposition
de ce travail. Je remercie aussi M. Baker, R. Benedetto et C. Favre qui ont fait
des nombreuses corrections concernant une version pre´liminaire de ces notes.
Merci aussi a` J. Kiwi pour son inte´reˆt et pour ces nombreux apports lors des
discussions qu’on a eu a` ce sujet.
Ces notes ont e´te´ e´crites au cours des se´jours de l’auteur a` l’Instituto de
Matema´tica Pura e Aplicada (Rio de Janeiro, Brazil), Institute of Math-
ematics of the Polish Academy of Sciences (Warsaw, Poland), Institut
de Mathe´matiques de Jussieu (Paris, France), Centro de Modelamiento
Matema´tico et P. Universidad Cato´lica (Santiago, Chile). Je tiens a` remercier
toutes ces institutions pour leur accueil chaleureux.
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2. Pre´liminaires
Soit K un corps muni d’une norme ultrame´trique | · | pour laquelle K est
complet. Alors l’ensemble
|K∗| := {|z| | z ∈ K} ,
est un sous-groupe multiplicatif de R qu’on appelle groupe des valeurs de K.
On de´signe par OK := {z ∈ K | |z| ≤ 1} l’anneau des entiers de K et par
mK := {z ∈ K | |z| < 1} l’ide´al maximal de OK . On notera K˜ := OK/mK le
corps re´siduel de K.
2.1. La droite projective.— On note par P1K la droite projective de K,
qui est l’ensemble des droites dans K × K passant par (0, 0). Pour (x, y) ∈
K×K \{(0, 0)}, on de´signe par [x : y] ∈ P1K le point correspondant a` la droite
{(λx, λy) | λ ∈ K}. On de´signe par ∞ le point [1 : 0] ∈ P1K , et on identifie K
a` P1K \ {∞} par l’application x 7→ [x : 1].
On e´tend la projection de OK vers K˜ en une projection de P
1
K vers P
1
K˜
, de
telle fac¸on que l’ensemble P1K \ OK se projette dans ∞ ∈ P
1
K˜
. Les fibres de
cette projection seront appele´s classes re´siduelles.
La fonction ∆ : P1K × P
1
K → [0, 1] de´finie par
∆([x : y], [x′ : y′]) =
|xy′ − yx′|
max{|x|, |y|} ·max{|x′|, |y′|}
,
de´finit une distance sur P1K qu’on appelle distance chordale. Notons que pour
z, z′ ∈ K ⊂ P1K on a
∆(z, z′) =
|z − z′|
max{1, |z|} ·max{1, |z′|}
.
2.2. Boules. — Lorsque B est un sous-ensemble de K on pose diam(B) =
supz,z′∈B{|z − z
′|}.
Etant donne´s r ∈ |K∗| et a ∈ K, on appelle les ensembles
{z ∈ K | |z − a| < r} et {z ∈ K | |z − a| ≤ r}
boule ouverte de K et boule ferme´e de K, respectivement. Lorsque r 6∈ |K∗|,
ces deux ensembles co¨ıncident et constituent ce qu’on appelle une boule irra-
tionnelle de K. Notons que par de´finition une boule B de K est irrationnelle
si et seulement si diam(B) 6∈ |K∗| ; en particulier, si B est ouverte ou ferme´e,
alors diam(B) ∈ |K∗|. Si deux boules de K s’intersectent, alors l’une est con-
tenue dans l’autre.
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Une boule ouverte (resp. ferme´e, irrationnelle) de P1K est soit une boule de
K de meˆme nature, soit le comple´mentaire d’une boule ferme´e (resp. ouverte,
resp. irrationnelle) de K. Dans ce qui suit le mot boule de´signera une boule
de P1K .
2.3. Affino¨ıdes. — Un affino¨ıde ferme´ (resp. ouvert) est une intersection
finie de boules ferme´es (resp. ouvertes). L’ensemble P1K est un affino¨ıde ferme´
(resp. ouvert), car il l’est une intersection vide de boules ferme´es (resp. ou-
vertes). Une intersection finie non vide d’affino¨ıdes ferme´s (resp. ouverts) est
un affino¨ıde ferme´ (resp. ouvert). La re´union de deux affino¨ıdes ferme´s (resp.
ouverts) dont l’intersection est non vide est un affino¨ıde ferme´ (resp. ouvert).
Remarque 2.1. — La terminologie qu’on utilise ici est distincte a` celle de la
ge´ome´trie rigide. En ge´ome´trie rigide un « affino¨ıde » est ce qu’on appelle ici
une reunion finie d’affino¨ıdes ferme´s, et un « affino¨ıde connexe » correspond a`
un affino¨ıde ferme´.
Proposition 2.2. — Soit n un entier positif et pour chaque j = 1, . . . , n soit
Xj un affino¨ıde ouvert. Pour chaque x ∈ X = X1 ∪ · · · ∪Xn l’union Y de tous
les affino¨ıdes ouverts contenant x et contenus dans X est un affino¨ıde ouvert.
On appelle Y la composante de X contenant x. Les composantes de X sont
disjointes deux a` deux et il n’y a qu’un nombre fini d’eux.
De´monstration. — Soit J ⊂ {1, . . . , n} l’ensemble des j tel qu’il existe un
affino¨ıde ouvert contenu dans X, contenant x et qui rencontre Xj . Posons
Y =
⋃
j∈J Xj et soit Z un affino¨ıde ouvert contenant x et contenu dans X.
Chaque point de Z ⊂ X est contenu dans l’un des Xj ou` j ∈ J par de´finition
de J , d’ou` Z ⊂ Y .
D’autre part, pour chaque j ∈ J il existe un affino¨ıde ouvert Zj contenu
dans X, qui contient x et qui rencontre Xj . Par conse´quent Zj ∪ Xj est un
affino¨ıde ouvert ayant les meˆmes proprie´te´s, d’ou` Y ⊂
⋃
j∈J(Zj ∪ Xj) ⊂ Y .
Par conse´quent l’affino¨ıde ouvert Y est e´gal a` l’union de tous les affino¨ıdes
ouverts contenus dans X et contenant x.
Si la composante Y ′ de X contenant un point x′ ∈ X rencontre x, alors
Y ∪ Y ′ est un affino¨ıde ouvert contenu dans X et contenant x et x′, d’ou`
Y = Y ′. Finalement, comme chaque composante deX est de la forme
⋃
j∈J Xj,
on conclut que X ne posse`de qu’un nombre fini de composantes.
Le corollaire suivant est imme´diat.
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Corollaire 2.3. — Soit X une union finie d’affino¨ıdes ouverts et soit Y un
affino¨ıde ouvert contenu dans X. Alors Y est contenu dans l’une des com-
posantes de X.
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3. Compactification des recouvrements finis
Apre`s quelques rappels sur les filtres (§ 3.1) et sur les structures uni-
formes (§ 3.2), on de´crit un proce´de´ qui a` chaque base convenable d’un espace
topologique associe une structure uniforme compatible avec la topologie orig-
inale (§§ 3.3, 3.4). Apre`s on de´crit le se´pare´e comple´te de cet espace uniforme
(§ 3.5) et on e´tudie quelques proprie´te´s topologiques de cet espace (§ 3.6).
3.1. Rappel sur les filtres. — Un filtre sur un ensemble X est une collec-
tion F de parties de X satisfaisant les proprie´te´s suivantes.
1. Toute partie de X contenant un e´le´ment de F appartient a` F.
2. Toute intersection finie d’e´le´ments de F appartient a` F.
3. L’ensemble vide ∅ n’appartient pas a` F.
Notons que les proprie´te´s 2 et 3 impliquent que toute intersection finie
d’e´le´ments de F est non vide. Une collection B de parties de X est une base
de filtre, si ∅ 6∈ B et si toute intersection finie d’e´le´ments de B contient l’un
des e´le´ments de B. Lorsque B est une base d’un filtre, la collection
{Y ∈ X | il existe B ∈ B tel que B ⊂ Y }
est un filtre sur X qu’on appelle le filtre sur X engendre´ par B.
Etant donne´s deux filtres F et F′ sur un ensemble X, on dit que F est plus
fin que F′, si F′ ⊂ F. Un ultrafiltre sur un ensemble X est un filtre tel qu’il
n’existe aucun filtre strictement plus fin que lui. Il est facile de voir qu’un
filtre F est un ultrafiltre si et seulement si pour chaque sous-ensemble Y de X
on a Y ∈ F ou X \ Y ∈ F. Pour tout filtre F sur un ensemble X il existe un
ultrafiltre moins fin que F [Bou, I, §6, The´ore`me 1]. Il est facile de voir que si
F est un ultrafiltre sur un ensemble X et si (Yi)i=1,...n est un recouvrement fini
de X, alors l’un au moins des Yi appartient a` F, voir [Bou, I, § 6, corollaire
de la Proposition 5].
Lorsque X est muni d’une topologie, on dit qu’un filtre F sur X converge
vers un point x de X, s’il contient tout voisinage de x. Dans ce cas on dit
que x est le point limite de F.
Proposition 3.1. — Un espace topologique se´pare´ X est compact si et seule-
ment si tout ultrafiltre sur X est convergent.
De´monstration. — Supposons d’abord qu’il existe un ultrafiltre F sur X qui
n’est pas convergent. Alors la collection {X \ Y | Y ∈ F} est un recouvrement
ouvert de X ne posse`dant aucun sous-recouvrement fini.
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Supposons d’autre part que tout ultrafiltre sur X soit convergent et sup-
posons par l’absurde qu’il existe un recouvrement ouvert G de X ne possedant
aucun sous-recouvrement fini. Alors la collection {X \ O | O ∈ G} forme une
base d’un filtre F sur X. Si F′ est un ultrafiltre sur X moins fin que F, alors F′
est convergent par hypothe`se. Mais le point limite de F′ appartient a` tous les
elements de F, ce qui contredit le fait que G est un recouvrement de X.
3.2. Rappel sur les espaces uniformes. — On note par ∆X := {(x, x) ∈
X × X | x ∈ X} la diagonale dans X × X et pour deux parties V et V ′ de
X ×X on pose
V −1 := {(x, x′) ∈ X ×X | (x′, x) ∈ V } ,
V ◦ V ′ := {(x, x′) ∈ X ×X |
il existe y ∈ X tel que (x, y) ∈ V et (y, x′) ∈ V ′} .
Une structure uniforme sur un ensemble X est la donne´e d’une collection U
de parties de X×X satisfaisant les proprie´te´s 1 et 2 des filtres, et les proprie´te´s
suivantes.
1. Tout e´le´ment de U contient la diagonale ∆X .
2. Pour chaque V ∈ U on a V −1 ∈ U.
3. Pour tout V ∈ U il existe W ∈ U tel que W ◦W ⊂ V .
Les e´le´ments de U sont appele´s entourages. Notons que par la proprie´te´ 1,
la collection U est un filtre sur X × X. On dira qu’une base de filtre B sur
X ×X est une base de structure uniforme, si tout e´le´ment de B contient ∆X ,
et si pour tout V ∈ B il existe V ′ ∈ B tel que V ′ ⊂ V −1, et W ∈ B tel que
W ◦W ⊂ V . Le filtre engendre´ par une base de structure uniforme B est une
structure uniforme, qu’on appelle la structure uniforme engendre´e par B.
Une structure uniforme sur un ensemble X induit une topologie sur X,
caracte´rise´e par le fait que les voisinages d’un point x ∈ X sont les ensembles
de la forme,
(1) V (x) := {x′ ∈ X | (x, x′) ∈ V } ,
ou` V parcourt les entourages de X, voir [Bou, II, § 1, Proposition 1]. Les ou-
verts de X sont les ensembles qui sont un voisinage de chacun de ses e´le´ments.
Lorsque la topologie induite est se´pare´e, elle est re´gulie`re, voir [Bou, II, § 1,
Proposition 3].
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Une distance dist sur X induit une structure uniforme sur X, engendre´e
par la base de structure uniforme constitue´e des ensembles
{(x, x′) ∈ X ×X | dist(x, x′) < r},
lorsque r parcourt les nombres re´els positifs. La topologie sur X induite par
cette structure uniforme co¨ıncide avec celle induite par la distance dist.
Pour les espaces uniformes il y a une notion de comple´tion qui ge´ne´ralise
celle des espaces me´triques. Elle est de´finie comme suit. Lorsque X est un
espace uniforme et V est un entourage de X, on dira qu’une partie Y de X
est V -petite, si Y × Y ⊂ V . De plus, on dira qu’un filtre est de Cauchy, si
pour tout entourage V de X il contient un e´le´ment V -petit, et on dira que
l’espce uniforme (X,U) est complet si tout filtre de Cauchy est convergent.
Pour de´finir le se´pare´ comple´te´ X̂ d’un espce uniforme X, notons d’abord que
pour tout filtre Cauchy il existe un unique filtre de Cauchy moins fin, et qui
est minimal avec cette proprie´te´ [Bou, II, § 3, Proposition 5]. Alors X̂ est
de´finit comme l’ensemble de tous les filtres de Cauchy minimaux, muni de la
structure uniforme de toutes les parties de X̂ × X̂ contenant un ensemble de
la forme
(2) V̂ := {(F,F′) ∈ X ×X |
F et F′ contiennent un ensemble V -petit commun} ,
ou` V est un entourage de X. Cet espace est complet et se´pare´, et par
conse´quent re´gulier. Lorsque l’espace uniforme X est lui-meˆme se´pare´, il
s’identifie au sous-espace partout dense de X̂ des filtres convergents ; chaque
point de X s’identifie a` l’unique filtre minimal moins fin que le filtre des
voisinages de ce point.
3.3. Structure uniforme des recouvrements finis. — Soit X un espace
topologique et soit B une collection de parties ouvertes de X. On note par C
la collection de tous les recouvrements finis de X par e´le´ments de B. Par la
suite on supposera que B satisfait les proprie´te´s suivantes.
(BI) Toute intersection finie non vide d’e´le´ments de B appartient a` B.
(BII) Pour tout recouvrement C de X dans C il existe un recouvrement C
′
dans C, satisfaisant la proprie´te´ suivante. Pour chaque point x de X la re´union
de tous les e´le´ments de C ′ contenant x est contenue dans l’un des e´le´ments
de C.
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Pour un recouvrement C dans C on pose,
(3) V (C) :=
⋃
Y ∈C
Y × Y .
Proposition 3.2. — La collection U de´finie par,
U = {V ⊂ X ×X | il existe C ∈ C tel que V (C) ⊂ V },
de´finit une structure uniforme sur X.
De´monstration. — Montrons d’abord que U est invariante par l’intersection
finie. Etant donne´s des recouvrements C1, . . . , Cn dans C, la proprie´te´ (BI)
implique que le recouvrement fini de X de´fini par
C := {Y1 ∩ . . . ∩ Yn 6= ∅ | Yj ∈ Cj , j = 1, . . . , n} ,
appartient a` C. Il est facile de voir qu’on a V (C) ⊂ V (C1)∩ . . .∩V (Cn) et par
conse´quent ce dernier ensemble appartient a` U.
D’autre part, notons que tout e´le´ment de U contient la diagonale et comme
pour chaque C ∈ C l’ensemble V (C) est invariant par l’involution (x, x′) 7→
(x′, x), pour tout V ∈ U on a V −1 ∈ U. Pour ve´rifier que U est une structure
uniforme, il reste a` montrer que pour tout V ∈ U il existe W ∈ U tel que
W ◦W ⊂ V . Etant donne´ V ∈ U, soit C ∈ C tel que V (C) ⊂ V et soit C ′ le
recouvrement dans C donne´ par la proprie´te´ (BII). Etant donne´s x, y, z ∈ P
1
K
tels que (x, y), (y, z) ∈ V (C ′), soient Y˜ , Y˜ ′ ∈ C ′ tels que x, y ∈ Y˜ et y, z ∈ Y˜ ′.
Si Y ∈ C contient Y˜ et Y˜ ′, alors on a (x, z) ∈ Y × Y ⊂ V (C).
3.4. Topologie de´duite. — Notons que pour C ∈ C et x ∈ X, l’ensemble
V (C)(x) de´finit au (1) pour l’entourage V := V (C), est e´gal a` la re´union des
e´le´ments de C contenant x.
Notons pour re´fe´rence que lorsque B est de´nombrable, C est de´nombrable
et donc la topologie sur X de´finie par la structure uniforme U est me´trisable
[Bou, IX, § 4, The´ore`me 1].
Proposition 3.3. — La topologie sur X de´duite de la structure uniforme
sur X de´finie par U, est moins fine que la topologie originale de X. Ces topolo-
gies co¨ıncident, si et seulement si B satisfait la proprie´te´ suivante.
(BIII) Pour chaque x ∈ X et chaque voisinage Y de x pour la
topologie originale de X, il existe un recouvrement C dans C tel que
la re´union des e´le´ments de C contenant x est contenue dans Y .
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De´monstration. — Pour montrer la premie`re assertion, notons que pour un
recouvrement C dans C et pour x ∈ X, l’ensemble V (C)(x) =
⋃
Y ∈C, x∈Y Y
est une partie ouverte de X.
Supposons maintenant B satisfait la proprie´te´ (BIII) et soient x ∈ X et Y
un voisinage de x pour la topologie originale. Il existe alors un recouvrement
C dans C tel que la re´union des e´le´ments dans C contenant x soit contenue
dans Y . C’est a` dire qu’on a V (C)(x) ⊂ Y et par conse´quent Y est aussi un
voisinage de x pour la topologie de´duite de la structure uniforme.
Supposons d’autre part que la topologie de´duite de la structure uniforme
co¨ıncide avec la topologie originale. Etant donne´s x ∈ X et un voisinage Y
de x, soit V un entourage de X tel qu’on ait V (x) = Y . Soit de plus C un
recouvrement dans C tel que V (C) ⊂ V . Alors la re´union V (C)(x) des e´le´ments
de C contenant x est contenue dans V (x) = Y .
3.5. Comple´tion. — Soit X un espace topologique muni de la structure
uniforme de´finie a` partir d’une collection de parties ouvertes satisfaisant les
proprie´te´s (BI) et (BII).
On conside`re d’abord le lemme suivant.
Lemme 3.4. — Pour qu’un filtre soit de Cauchy il faut et il suffit qu’il con-
tienne au moins un e´le´ment de chaque recouvrement dans C.
De´monstration. — Pour voir que la condition est suffisante, notons simple-
ment que si V est un entourage et si C est un recouvrement dans C tel que
V (C) ⊂ V , alors tout e´le´ment de C est V -petit.
Pour montrer que la condition est ne´cessaire, soit F un filtre de Cauchy
et soit C un recouvrement dans C. Soit C ′ ∈ C le recouvrement donne´ par la
proprie´te´ (BII). Comme F est un filtre de Cauchy, il existe un ensemble Y0 ∈ F
tel que Y0 × Y0 ⊂ V (C
′). Si l’on fixe y0 ∈ Y0, alors la re´union Y de tous les
e´le´ments de C ′ contenant y0, contient Y0. Mais Y est contenu dans un certain
e´le´ment de C. Cet e´le´ment de C appartient donc a` F.
On de´signe par X̂ le se´pare´ comple´te´ de X. Etant donne´e une partie Y de X
on pose
Ŷ := {F ∈ X̂ | Y ∈ F} .
Le Lemme 3.4 implique que pour chaque recouvrement C ∈ C, la collection
Ĉ := {Ŷ | Y ∈ C} est un recouvrement de X̂. Notons d’autre part que
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l’entourage V̂ de X̂ , de´fini en (2) lorsque V := V (C), est e´gal a`
V̂ (C) :=
⋃
Y ∈C
Ŷ × Ŷ .
Comme les ensembles V (C), lorsque C parcourt C, constituent une base de
la structure uniforme de X, on conclut que les ensembles V̂ (C), lorsque C
parcourt C, constituent une base de la structure uniforme de X̂ .
3.6. Topologie du comple´te´. — On reprend les notations du paragraphe
pre´ce´dent. Apre`s avoir montre´ que X̂ est compact (Proposition 3.5), on decrira
un base de topologie de cet espace (Proposition 3.6).
Proposition 3.5. — L’espace uniforme X̂ est compact.
De´monstration. — D’apre`s la Proposition 3.1 il suffit de montrer que tout
ultrafiltre sur X̂ est convergent. Comme X̂ est complet, il suffit de montrer que
tout ultrafiltre sur X̂ est de Cauchy. Soit alors F̂ un ultrafiltre sur X̂ et soit V̂
un entourage de X̂. Soit C un recouvrement dans C tel que
⋃
Y ∈C Ŷ × Ŷ ⊂ V̂ .
Comme Ĉ = {Ŷ | Y ∈ C} est un recouvrement fini de X̂, l’ultrafiltre F̂
contient l’un des e´le´ments de Ĉ, voir §3.1. Comme tous les e´le´ments de Ĉ sont
V̂ -petits, on conclut que F̂ est de Cauchy.
Soit Y une partie quelconque deX. Alors il est facile de voir que la fermeture
topologique Y de Y dans X̂ est e´gale a`
Y = {F ∈ X̂ | tout e´le´ment de F rencontre Y } .
Notons qu’on a Y ⊂ Ŷ ⊂ Y , et par conse´quent la fermeture topologique de Ŷ
est e´gale a` Y . D’autre part, si Y et Y ′ sont des parties de X, alors il est facile
de voir qu’on a
(4) Ŷ ∩ Y ′ = Ŷ ∩ Ŷ ′ et Ŷ ∪ Ŷ ′ ⊂ Ŷ ∪ Y ′ .
En particulier, lorsque les ensembles Y et Y ′ sont disjoints, les ensembles Ŷ
et Ŷ ′ sont aussi disjoints.
Proposition 3.6. —
1. Lorsque Y et Y ′ sont des parties comple´mentaires de X, les ensembles
Ŷ et Y ′ sont des parties comple´mentaires de X̂. En particulier l’ensemble Ŷ
est une partie ouverte de X̂.
2. La collection des parties ouvertes de X̂,
B̂ := {Ŷ | Y ∈ B} ,
est une base de la topologie de X̂.
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De´monstration. —
1. Si F ∈ Ŷ alors Y est un e´le´ment de F disjoint de Y ′ et donc F 6∈ Y ′. D’autre
part, F 6∈ Y ′ implique qu’il existe Z ∈ F disjoint de Y ′. On a alors Z ⊂ Y ,
Y ∈ F et F ∈ Ŷ .
2. Soit F un point de X̂ et soit Ŵ un voisinage de F dans X̂. Soit V̂ un
entourage de X̂ tel que Ŵ = V̂ (F) et soit C un recouvrement dans C tel que
V̂ (C) ⊂ V̂ . Comme {Ŷ | Y ∈ C} est un recouvrement de X̂, il existe Y ∈ C
tel que F ∈ Ŷ . Alors Ŷ est un e´le´ment de B̂ contenant F et contenu dans
V̂ (C)(F) ⊂ Ŵ .
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4. Compactification de la droite projective
Pour toute cette section on fixe un corpsK muni d’une norme ultrame´trique
| · | pour laquelle K est complet. On suppose de plus que le corps re´siduel de
K est infini et que le groupe de valuation de K n’est pas discret. Ces dernie`res
conditions sont satisfaites, par exemple, lorsque K est alge´briquement clos et
la norme | · | est non triviale.
Dans cette section on appliquera la construction ge´ne´rale de´crite en § 3, au
cas ou` l’ensemble X est e´gal a` P1K et B est e´gal a` la collection des affino¨ıdes
ouverts de P1K (§§ 4.1, 4.2). De plus, on de´crira les points du se´pare´ comple´te´
correspondant (§§ 4.3, 4.5) et on reliera cet espace a` la droite projective de
Berkovich (§ 4.6).
4.1. La collection des affino¨ıdes ouverts. — Dans ce paragraphe on
montre que la collection des affino¨ıdes ouverts de P1K ve´rifie les proprie´te´s
(BI), (BII) et (BIII) de´crites en §§ 3.3, 3.4.
Rappelons d’abord que chaque affino¨ıde ouvert est une partie ouverte de P1K.
Comme toute intersection finie non vide d’affino¨ıdes ouverts est un affino¨ıde
ouvert, la collection des affino¨ıdes ouverts de P1K satisfait la proprie´te´ (BI).
D’autre part, la collection des affino¨ıdes ouverts satisfait aussi la proprie´te´
(BIII), car pour chaque point x dans P
1
K et chaque r ∈ |K
∗| ∩ (0, 1), la collec-
tion {
{z ∈ P1K | ∆(x, z) < r}, {z ∈ P
1
K | ∆(x, z) > r/2}
}
,
est un recouvrement fini de P1K par des affino¨ıdes ouverts, ou` le seul e´le´ment
contenant x est la boule {z ∈ P1K | ∆(x, z) < r}.
Le reste de ce paragraphe est de´die´ a` ve´rifier que la collection des affino¨ıdes
ouverts ve´rifie la proprie´te´ (BII). Pour cela, on appellera affino¨ıde rationnel
toute intersection finie de boules ouvertes ou ferme´es de P1K . Notons que le
comple´mentaire d’un affino¨ıde rationnel s’e´crit de fac¸on canonique comme
une re´union finie disjointe de boules ouverts ou ferme´es. Ces boules seront
appele´es composantes du comple´mentaire de l’affino¨ıde. Deux affino¨ıdes ra-
tionnels partageant une composante de son comple´mentaire, s’intersectent.
1. Soit C un recouvrement fini de P1K par des affino¨ıdes ouverts. On note
par S la collection finie de toutes les boules B de P1K , tel qu’il existe un
affino¨ıde Y dans C tel que B ou P1K \B soit l’une des composantes de P
1
K \Y .
Choisissons pour chaque boule ouverte D dans S un point xD ∈ D. Etant
donne´ η ∈ |K∗| ∩ (0, 1), on de´signe par AD(η) la couronne {η < |z| < 1}
dans une coordonne´e telle que xD = 0 et D = {|z| < 1}. Quitte a` prendre η
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plus proche de 1, on suppose que AD(η) est contenu dans chacune des boules
dans S qu’elle rencontre. De plus, on suppose que si D et D′ sont des boules
ouvertes distinctes dansS, alors les couronnes AD(η) et AD′(η) sont disjointes.
Pour ce choix de η, on pose AD := AD(η).
2. Etant donne´ un point x dans P1K , soit Z(x) l’affino¨ıde rationnel intersection
de tous les e´le´ments dans S contenant x. La collection P de ces affino¨ıdes
rationnels est un recouvrement fini de P1K . Elle est en effet une partition de
P1K , car si Z et Z
′ sont des e´le´ments distincts de P, alors il existe B ∈ S tel
que Z ⊂ B et Z ′ ⊂ P1K \ B, d’ou` Z ∩ Z
′ = ∅. Notons de plus qu’un e´le´ment
de P est contenu dans chaque e´le´ment de C qu’il rencontre.
Le comple´mentaire dans P1K d’un e´le´ment de P est une re´union disjointe
de boules dans S. Comme P est une partition de P1K , on conclut que pour
chaque boule D dans S il existe un unique e´le´ment Z de P dont D est l’une
des composantes de P1K \ Z.
3. Pour chaque Z dans P on pose,
YZ := Z ⊔ (
⋃
D
AD) ,
ou` D parcourt les boules ouvertes composantes de P1K \ Z. Notons que YZ
est un affino¨ıde ouvert. D’autre part, notons que tout affino¨ıde ouvert con-
tenant Z rencontre chacune des couronnes AD, pour D comme ci-dessus. Par
conse´quent, chaque affino¨ıde dans C qui rencontre Z contient Z et chacune
des couronnes AD. On conclut donc que chaque e´le´ment de C qui rencontre Z
contient YZ .
4. Notons que la collection C ′ := {YZ | Z ∈ P} est un recouvrement fini de
P1K par des affino¨ıdes ouverts. Soit x un point de P
1
K quelconque. On montrera
que la re´union de tous les e´le´ments de C ′ contenant x est contenue dans l’un
des e´le´ments de C.
Supposons d’abord que x n’appartient a` aucune des couronnes AD. Alors
pour tout e´le´ment Z de P tel que YZ contient x, on a x ∈ Z. Il existe donc un
unique e´le´ment Z de P avec cette proprie´te´. Comme tout e´le´ment de C qui
rencontre Z contient YZ , l’assertion est ve´rifie´e dans ce cas.
Supposons maintenant que x appartienne a` l’une des couronnes AD, pour
une certaine boule ouverte D dans S. Soit Z l’unique e´le´ment de P dont D
est l’une des composantes de son comple´mentaire. Alors on a x ∈ AD ⊂ YZ .
Comme par de´finition les couronnes AD sont disjointes deux a` deux, on conclut
que pour tout e´le´ment Z ′ de P distinct de Z et tel que YZ′ contient x, on a
x ∈ Z ′. Par conse´quent il existe un unique e´le´ment Z ′ deP avec cette proprie´te´.
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On conclut donc que YZ et YZ′ sont les seuls e´le´ments de C
′ contenant x. Soit Y
un e´le´ment de C qui rencontre Z. Alors Y contient YZ et donc il rencontre Z
′,
car x ∈ YZ ∩ Z
′. Par conse´quent Y contient YZ′ et on a YZ ∪ YZ′ ⊂ Y .
4.2. Compactification des recouvrements finis par des affino¨ıdes ou-
verts. — On munit P1K de la structure uniforme de´finie dans la Proposi-
tion 3.2, lorsque X est e´gal a` P1K et B est la collection des affino¨ıdes ouverts.
La topologie sur P1K de´duite de la structure uniforme co¨ıncide avec la topolo-
gie induite par la distance ∆ (Proposition 3.3). On de´note par P1K le se´pare´
comple´te´ de P1K , voir § 3.5. Comme P
1
K est se´pare´, P
1
K est canoniquement iso-
morphe au sous-espace dense de P1K des filtres convergents (§ 3.5). De plus,
l’espace uniforme P1K est compact (Proposition 3.5) et il est donc une com-
pactification de P1K . Notons finalement que P
1
K est un espace uniforme re´gulier
(§ 3.5).
Proposition 4.1. — L’espace uniforme P1K est me´trisable si et seulement si
le corps re´siduel et le groupe des valeurs de K sont de´nombrables.
De´monstration. — Supposons d’abord que le corps re´siduel et le groupe des
valeurs de K soient de´nombrables. Alors la collection des boules ouvertes de
X et la collection des affino¨ıdes ouvertes de P1K sont de´nombrables. Il s’en suit
que P1K est me´trisable, voir § 3.4.
Supposons d’autre part que le corps re´siduel de K ou son groupe de valeurs
ne soit pas de´nombrable. Alors pour chaque r ∈ |K∗| la collection Br des
boules ouvertes de K de diame`tre r n’est pas de´nombrable. Par conse´quent
{B̂ | B ∈ Br} est une collection non de´nombrable de parties ouvertes de P
1
K
(Proposition 3.6), qui sont deux a` deux disjointes. On conclut que la topologie
de P1K n’admet aucune base de´nombrable et que l’espace uniforme P
1
K n’est
pas me´trisable [Bou, IX, § 4, The´ore`me 1].
4.3. Points de P1K. — Rappelons que les points de P
1
K sont les filtres de
Cauchy minimaux, voir § 3.5.
Proposition 4.2. — Soit F un filtre de Cauchy minimal qui ne soit pas con-
vergent, i.e. dans P1K \ P
1
K. Alors la collection D de toutes les boules de K
contenues dans F est non vide et comple`tement ordonne´e par rapport a` l’in-
clusion.
De plus, pour l’intersection BF =
⋂
B∈DB il y a trois cas.
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1. BF est une boule ferme´e de K. Alors la collection de tous les affino¨ıdes
ouverts de la forme
{z ∈ K | r < min{|z − aj| | j = 1, . . . , k} < r
′} ,
ou` k est un entier positif, a1, . . . , ak ∈ BF, r ∈ (0,diam(BF)) et r
′ > diam(BF),
est une base du filtre F.
2. BF est une boule irrationnelle de K. Alors la collection de toutes les
couronnes de la forme {z ∈ K | r < |z − a| < r′}, pour a ∈ BF, r ∈
(0,diam(BF)) et r
′ > diam(BF), est une base du filtre F.
3. BF est vide. Alors toute suite de´croissante d’e´le´ments de D dont l’inter-
section est vide, est une base du filtre F.
Inversement, toute collection comme dans la partie 1 (resp. 2), construite a`
partir d’une boule ferme´e (resp. irrationnelle) B := BF de K, et toute suite
decroissante de boules de K dont l’intersection est vide, est une base d’un filtre
de Cauchy minimal qui n’est pas convergent.
La de´monstration de cette proposition est au paragraphe § 4.4 ci-dessous.
D’apre`s la proposition il y a 4 types de points de P1K :
(1) Les points de P1K .
(2) Les points rationnels, de´termine´s par une boule ferme´e de K.
(3) Les points irrationnels, de´termine´s par une boule irrationnelle de K.
(4) Les points singuliers, determine´s par une suite de´croissante de boules
de K, dont l’intersection est vide.
Il est facile de voir que deux boules ferme´es ou irrationnelles distinctes
de K de´terminent des points distincts de P1K . Les points rationnels (resp.
irrationnels) de P1K sont alors en bijection avec les boules ferme´es (resp. irra-
tionnelles) de K.
4.4. De´monstration de la Proposition 4.2. — La de´monstration de la
Proposition 4.2 est ci-dessous ; elle s’appuit sur les lemmes 4.3 et 4.4.
Lemme 4.3. — Pour qu’un filtre de Cauchy F soit minimal, il suffit qu’il ad-
mette une base forme´e d’affino¨ıdes ouverts et que tout e´le´ment de F contienne
un affino¨ıde ferme´ appartenant a` F.
De´monstration. — Soit F un filtre de Cauchy satisfaisant la proprie´te´ de´crite
et soit F′ le filtre de Cauchy minimal contenu dans F. Comme par hypothe`se
F admet une base forme´e d’affino¨ıdes ouverts, il suffit de montrer que pour
tout affino¨ıde ouvert Y contenu dans F, on a Y ∈ F′.
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Par hypothe`se il existe un affino¨ıde ferme´ X ∈ F contenu dans Y . Soient
B1, . . . , Bk les composantes de P
1
K \ X. Alors C = {Y,B1, . . . , Bk} est un
recouvrement fini de P1K par affino¨ıdes ouverts. Le Lemme 3.4 implique qu’au
moins l’un des e´le´ments de C appartient a` F. Mais, comme X ∈ F, aucune des
boules Bi n’appartient a` F. Comme F
′ ⊂ F aucune des boules Bi n’appartient
a` F et alors le Lemme 3.4 implique qu’on a Y ∈ F′. Ceci termine la preuve du
lemme.
Lemme 4.4. — Soit B une collection d’affino¨ıdes ouverts, de´crite a` partir
d’une boule ferme´e (resp. irrationnelle) B de K, comme dans la partie 1
(resp. 2) de la proposition, ou soit B une suite de´croissante de boules de K
dont l’intersection est vide. Alors B est une base d’un filtre de Cauchy minimal
qui n’est pas convergent.
De´monstration. — Il est facile de voir que toute intersection finie d’e´le´ments
de B contient un e´le´ment de B. Par conse´quent B engendre un filtre, qu’on
note par F. Comme l’intersection des e´le´ments de B est vide, le filtre F n’est
pas convergent. Il est facile de voir que B, et donc F, ve´rifie la proprie´te´
de´crite dans le Lemme 4.3. Il suffit alors de montrer que le filtre F est de
Cauchy. D’apre`s le Lemme 3.4 il faut montrer que F contient un e´le´ment de
chaque recouvrement dans C.
Soit alors C ∈ C. Il y a trois cas.
1.B est de´finie a` partir d’une boule ferme´e B. Apre`s changement de coordonne´e
affine, on suppose B = OK = {|z| ≤ 1}. Comme par hypothe`se le corps
re´siduel de K est infini, il existe un e´le´ment Y de C qui rencontre au moins 2
classes re´siduelles. Chaque composante de P1K\Y est alors, soit disjointe deOK ,
soit contenue dans OK . En particulier il existe r
′ > 1 tel que {1 < |z| < r′} ⊂
Y . On de´signe par B1, . . . , Bk les composantes de P
1
K \ Y contenues dans OK .
Comme Y rencontre au moins 2 classes re´siduelles, on a max{diam(Bj)} < 1.
On choisit r ∈ (max{diam(Bj)}, 1) et pour chaque j = 1, . . . , k on choisit un
point aj ∈ Bj . Alors l’affino¨ıde ouvert {z ∈ K | r < min{|z− aj|} < r
′} est un
e´le´ment de B contenu dans Y . Il s’en suit que Y ∈ F.
2. B est de´finie a` partir d’une boule irrationnelle B. Apre`s changement de co-
ordonne´e affine, on suppose que B est de la forme {|z| < r0}, avec r0 6∈ |K
∗|.
Notons que tout affino¨ıde ouvert contenu dans B (resp. P1K \ B) est contenu
dans une boule ouverte contenue dans B (resp. P1K \ B). Par conse´quent il
existe Y ∈ C qui rencontre B et P1K \ B. Alors il est facile de voir que toute
composante de P1K \ Y est contenue dans B ou dans P
1
K \ B. Il existe donc
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r ∈ (0, r0) et r
′ > r0 dans |K
∗|, tels que la couronne {z ∈ K | r < |z| < r′} ∈ B
soit contenue dans Y . On a alors Y ∈ F.
3. B est une suite de´croissante de boules de K dont l’intersection est vide. Con-
side´rons une boule D de P1K quelconque. Si D ⊂ K, alors on choisit un point x
dans D et sinon, alors on choisit un point x dans K \D. Comme
⋂
B∈BB = ∅
il existe une boule B0 ∈ B contenue dans K \ {x}. Il est facile de voir que
dans ce cas on a B0 ⊂ D ou B0 ⊂ P
1
K \D.
Conside´rons maintenant un affino¨ıde ouvert Y =
⋂
j=1,...,jDj quelconque.
Si l’on applique le raisonnement pre´ce´dent a` chacune des boules Di, on conclut
qu’il existe une boule B0 dans B telle que B0 ⊂ Y ou telle que B0 ⊂ P
1
K \ Y .
Il s’en suit qu’il existe Y ∈ C et B ∈ B tel que B ⊂ Y . On a alors Y ∈ F.
De´monstration de la Proposition 4.2.. — La dernie`re assertion de la proposi-
tion est donne´e par le Lemme 4.4.
L’ensemble D est comple`tement ordonne´ par rapport a` l’inclusion, car deux
boules quelconques de K qui s’intersectent sont relie´es par l’inclusion. Mon-
trons maintenant que D n’est pas vide. Comme par hypothe`se F n’est pas
convergent, on a en particulier F 6=∞ et par conse´quent il existe r > 0 tel que
{|z| > r} ∪ {∞} 6∈ F. Le Lemme 3.4 entraˆıne donc que {|z| < 2 · r} ∈ F.
Supposons d’abord que l’ensemble BF est vide et soit B une suite
de´croissante de boules dans D dont l’intersection est vide. Le Lemme 4.4
implique alors que B est une base d’un filtre de Cauchy minimal. Ce filtre est
contenu dans F et par minimalite´ il est e´gal a` F. Il s’en suit que B est une
base de F.
Supposons maintenant que l’ensemble BF est non vide. Alors pour chaque
a0 ∈ BF on a
BF = {z ∈ K | |z − a0| ≤ r0},
pour un certain r0 ≥ 0. Comme par hypothe`se F n’est pas convergent, on a
r0 > 0 et doncBF est une boule ferme´e ou irrationnelle deK. Par le Lemme 4.4,
la collection d’affino¨ıdes ouverts BF, de´crite dans la partie 1 lorsque r0 ∈ |K
∗|
et dans la partie 2 lorsque r0 6∈ |K
∗|, est une base d’un filtre de Cauchy
minimal. Pour montrer queBF est une base de F, il suffit alors de montrer que
chaque e´le´ment deBF appartient a` F. Il suffit donc de montrer que pour chaque
a ∈ BF, chaque r ∈ (0, r0) et chaque r
′ > r0, la couronne {r < |z − a| < r
′}
appartient a` F. Par de´finition de r0, la boule {|z − a| < r
′} appartient a` F et
pour chaque ρ ∈ (0, r0) la boule {|z − a| < ρ} n’appartient pas a` F. Si l’on
choisit ρ ∈ (r, r0) alors,
{{|z − a| > r} ∪ {∞}, {|z − a| < ρ}} ,
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est un recouvrement de P1K dans C. Le Lemme 3.4 implique alors qu’on a
{|z−a| > r}∪{∞} ∈ F et donc {r < |z−a| < r′} ∈ F. Ceci termine la preuve
de la proposition.
4.5. Carate´risation des filtres de Cauchy minimaux. —
Corollaire 4.5. — Un filtre de Cauchy F est minimal si et seulement si il
admet une base forme´e d’affino¨ıdes ouverts et si tout e´le´ment de F contient
un affino¨ıde ferme´ appartennant a` F.
De´monstration. — Il est clair que tout filtre convergent satisfait la proprie´te´
de´crite. D’autre part, on voit facilement de la Proposition 4.2 que tout fil-
tre de Cauchy minimal qui n’est pas convergent satisfait la proprie´te´ de´crite.
L’implication inverse est donne´e par le Lemme 4.3.
4.6. Lien avec la droite projective de Berkovich. — Par de´finition,
l’espace analytique de K au sens de Berkvoich est e´gal a` l’espace de toutes
les seminormes multiplicatives et continues dans K[T ], muni de la plus petite
topologie que rend toutes ces seminormes continues [Ber1]. On obtient l’espace
analytique de P1K par recollement de deux copies de l’espace analytique de K,
de la fac¸on usuelle.
Le lien entre cet espace analytique avec l’espace uniforme P1K qu’on a de´crit
ici, et alors tre`s explicite. Chaque filtre de Cauchy minimal F distinct de ∞
de´finit une semi-norme multiplicative et continue | · |F dans K[T ], par
|P |F := lim
F
|P | .
Inversement, toute semi-norme multiplicative de K[T ], qui n’est pas de la
forme P 7→ |P (x)| pour un certain point x ∈ K, est de cette forme. De plus,
l’application F 7→ | · |F est un homeomorphisme entre P
1
K \ {∞} et l’espace
analytique de K.
Notons d’autre part que la description des quatre types de points de P1K
en § 4.3, est analogue a` la description dans [Ber1, p.5]. Les points de P1K
sont appelles points de « type (1) » dans [Ber1], les points qu’on appelle
ici « points rationels » correspondent aux points de « type (2) », les points
« irrationnels » aux points de « type (3) », et les points « singuliers » aux
points de « type (4) ».
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5. Ge´ome´trie de P1K
Comme dans la section pre´ce´dente, on fixe un corps K muni d’une norme
ultrame´trique | · | pour laquelle K est complet et on suppose que le corps
re´siduel de K est infini et que le groupe des valeurs de K n’est pas discret.
5.1. Boules et affino¨ıdes de P1K. — Etant donne´e une boule ouverte ou
irrationnelle (resp. ferme´e ou irrationnelle) B de P1K , on appelle B̂ (resp. B)
boule ouverte (resp. ferme´e) de P1K . Notons que le comple´mentaire d’une boule
ouverte (resp. ferme´e) de P1K est une boule ferme´e (resp. ouverte) de P
1
K . De
plus, toute boule ouverte (resp. ferme´e) de P1K est un ensemble ouvert (resp.
ferme´) de P1K (Proposition 3.6).
Etant donne´ un affino¨ıde ouvert (resp. ferme´) Y de P1K , on appelle Ŷ (resp.
Y ) affino¨ıde ouvert (resp. ferme´) de P1K . Le lemme ci-dessous implique que
toute re´union finie avec intersection non vide et toute intersection non vide
d’affino¨ıdes ouverts (resp. ferme´s) de P1K est un affino¨ıde ouvert (resp. ferme´)
de P1K . En particulier tout affino¨ıde ouvert (resp. ferme´) de P
1
K s’e´crit comme
une intersection finie non vide de boules ouvertes (resp. ferme´es) de P1K .
Notons que tout affino¨ıde ouvert (resp. ferme´) est ouvert (resp. ferme´) dans
P1K (Proposition 3.6). De plus, la collection des affino¨ıdes ouverts de P
1
K est
une base de la topologie de P1K (Proposition 3.6).
Lemme 5.1. — Soient Y et Y ′ des affino¨ıdes ouverts (resp. ferme´s) de P1K .
Alors on a
Ŷ ∩ Y ′ = Ŷ ∩ Ŷ ′ et Ŷ ∪ Y ′ = Ŷ ∪ Ŷ ′
(resp. Y ∩ Y ′ = Y ∩ Y ′ et Y ∪ Y ′ = Y ∪ Y ′) .
De´monstration. — A l’aide de la Proposition 3.6, les assertions concernant
les affino¨ıdes ferme´s se de´duisent de celles concernant les affino¨ıdes ouverts.
Par (4) il suffit donc de montrer que si Y et Y ′ sont des affino¨ıdes ouverts,
alors on a Ŷ ∪ Y ′ ⊂ Ŷ ∪ Ŷ ′.
Soit F ∈ Ŷ ∪ Y ′. Il existe alors un affino¨ıde ferme´ X ∈ F contenu dans
Y ∪ Y ′ (Corollaire 4.5). Par conse´quent, la collection C forme´e de Y , Y ′ et
des boules ouvertes composantes de P1K \X, est un recouvrement fini de P
1
K.
Le Lemme 3.4 implique donc que F contient l’un des e´le´ments de C. Comme
X ∈ F, le filtre F ne contient aucune composante de P1K \X ; F contient alors
Y ou Y ′.
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5.2. Le point de P1K determine´ par une boule de P
1
K. — Rappelons
que pour un point rationnel ou irrationnel F de P1K , on de´signe par BF la boule
ferme´e ou irrationnelle de K de´termine´e par F, voir § 4.3.
Soit B une boule de P1K et soit B
′ = P1K \ B la boule comple´mentaire.
Notons qu’on a, soit B ⊂ K, soit B′ ⊂ K. Lorsque B ⊂ K (resp. B′ ⊂ K),
soit F le point de P1K determine´ par l’unique boule ferme´e ou irrationnelle de
K contenant B (resp. B′) et du meˆme diame`tre que B (resp. B′). Notons que
si B est ouverte ou ferme´e (resp. irrationnelle), alors F est rationnel (resp.
irrationnel).
De cette fac¸on chaque boule B de P1K de´termine un point de P
1
K . Notons que
deux boules comple´mentaires de´terminent le meˆme point. Le lemme suivant
est une conse´quence imme´diate de la Proposition 4.2.
Lemme 5.2. — Soit B une boule de P1K et soit F le point de P
1
K de´termine´
par B. Alors B 6∈ F et B rencontre tout e´le´ment de F.
5.3. Boules de P1K associe´es a` un point de P
1
K . — Soit F un point
rationnel ou irrationnel de P1K . On dira qu’une boule B de P
1
K est associe´e a`
F, si F est le point de P1K de´termine´ par B. On de´signe par π(F) la collection
de toutes les boules ouvertes ou irrationnelles de P1K associe´es a` F. Notons que
lorsque F est rationnel (resp. irrationnel) tous les e´le´ments de π(F) sont des
boules ouvertes (resp. irrationnelles) de P1K .
Il facile de voir que la boule B(∞) = P1K \ BF appartient a` π(F). De plus,
toute boule appartenant a` π(F) et distincte de B(∞) est contenue dans BF
et tout point de BF est contenu dans l’un des e´le´ments de π(F). La proprie´te´
ultrame´trique implique alors que les e´le´ments de π(F) distincts de B(∞) sont
deux a` deux disjoints. On conclut que les e´le´ments de π(F) forment une par-
tition de P1K ; en particulier on a
P
1
K = ⊔B∈pi(F)B .
Lorsque F est irrationnel on a π(F) = {BF,P
1
K \BF}.
Dans le cas ou` BF est la boule unite´ OK , les e´le´ments de π(F) co¨ıncident
avec les classes re´siduelles ; i.e. avec les fibres de la projection de P1K vers P
1
K˜
.
On a donc un parame´trage de π(F) par P1
K˜
. Lorsque F est un point rationnel
quelconque, on peut se rame`ner au cas pre´ce´dent par un changement affine
de coordonne´es. Alors on a un parame´trage de π(F) par P1
K˜
, qui est unique
modulo une transformation affine de P1
K˜
.
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5.4. La partition de P1K de´termine´e par un point. —
Proposition 5.3. — Soit F un point rationnel ou irrationnel de P1K . Alors
les ensembles de la forme B̂, avec B ∈ π(F), sont disjoints deux a` deux et on a
P1K \ {F} = ⊔B∈pi(F)B̂ .
De´monstration. — Comme les e´le´ments de π(F) sont disjoints deux a` deux,
les ensembles de la forme B̂, avec B ∈ π(F), sont disjoints deux a` deux. Par
le Lemme 5.2 pour chaque B ∈ π(F) on a B 6∈ F ; c’est-a`-dire F 6∈ B̂. Il reste a`
montrer que pour tout point F′ de P1K distinct de F il existe B ∈ π(F) tel que
B ∈ F′. Soit Y ∈ F un affino¨ıde ouvert tel que Y 6∈ F′. Par la Proposition 4.2 il
est facile de voir qu’il n’y a qu’un nombre fini d’e´le´ments B1, . . . , Bn de π(F)
qui ne sont pas contenus dans Y . Alors {Y,B1, . . . , Bn} est un recouvrement
fini de P1K par d’affino¨ıdes ouverts. Par conse´quent F
′ contient l’un des e´le´ments
de ce recouvrement. Comme Y 6∈ F′ on conclut qu’il existe j = 1, . . . n tel que
Bj ∈ F
′. On a donc F′ ∈ B̂j .
5.5. Frontie`re d’une boule. — Rappelons que pour une partie Y de P1K
la fermeture topologique Ŷ de Ŷ est e´gale a` Y , voir § 3.6.
Lemme 5.4. — Soit B une boule de P1K et soit F le point de P
1
K de´termine´e
par B. Alors on a
F 6∈ B̂ et B = B̂ ⊔ {F} .
En particulier l’inte´rieur de B est e´gal a` B̂ et les ensembles B et B̂ ont la
meˆme frontie`re topologique, e´gale a` {F}.
De´monstration. — Le Lemme 5.2 implique qu’on a B̂ ∩ {F} = ∅ et F ∈ B.
Lorsque la boule B est ouverte ou irrationnelle, la Proposition 5.3 im-
plique que le comple´mentaire de B̂∪{F} dans P1K est e´gal a` l’ensemble ouvert⋃
B′∈pi(F), B′ 6=B B̂
′. Dans ce cas on a donc B = B̂ ⊔ {F}.
Lorsque la boule B est ferme´e, l’ensemble B′ = P1K \B est une boule ouverte
et le point de P1K de´termine´ par B
′ est F. Par ce qui pre´ce`de on a donc
B′ = B̂′⊔{F} et la Proposition 3.6 implique qu’on a B̂ = P1K\B
′ = B\{F}.
5.6. Frontie`re d’un affino¨ıde. —
Lemme 5.5. — Soit Y un affino¨ıde ouvert ou ferme´ de P1K et soient
B1, . . . , Bn les boules de P
1
K composantes de P
1
K \ Y . Pour j = 1, . . . , n on
de´signe par Fj le point de P
1
K de´termine´ par la boule Bj . Alors on a
Ŷ ∩ {F1, . . . ,Fn} = ∅ et Y = Ŷ ⊔ {F1, . . . ,Fn} .
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En particulier l’inte´rieur de Y est e´gal a` Ŷ et les ensembles Ŷ et Y ont la
meˆme frontie`re topologique, e´gale a` {F1, . . . ,Fn}.
De´monstration. — Pour chaque j on pose Dj := P
1
K \ Bj . Alors on a Y =
D1 ∩ . . . ∩Dn et le Lemme 5.2 implique que Ŷ est disjoint de {F1, . . . ,Fn}.
Lorsque l’affino¨ıde Y est ouvert, les boulesDj sont ouvertes et les lemmes 5.1
et 5.4 impliquent
Y = D1 ∩ . . . ∩Dn = Ŷ ⊔ {F1, . . . ,Fn} .
Supposons maintenant que l’affino¨ıde Y est ferme´. Alors chacune des boules
Bj est ouverte et les lemmes 5.1 et 5.4 impliquent qu’on a
P1K \ Y = B1 ∪ . . . ∪Bn = (B̂1 ∪ . . . ∪ B̂n) ∪ {F1, . . . ,Fn} .
La Proposition 3.6 implique alors qu’on a
Ŷ = (P1K \ (B̂1 ∪ . . . ∪ B̂n)) \ {F1, . . . ,Fn} = Y \ {F1, . . . ,Fn} .
Comme les ensembles Ŷ et {F1, . . . ,Fn} sont disjoints, on obtient l’assertion
de´sire´e.
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6. L’arbre associe´ a` un espace ultrame´trique
Dans cette section on associe a` chaque espace ultrame´trique (X,dist) un
arbre´ re´el AX ou` X se plonge isome´triquement. On pourra consulter [Hug]
ou [Le] pour les proprie´te´s fonctorielles de quelques variantes de cette construc-
tion. Dans cette section on suit la notation de [R-L5, §§3, 4]. Par simplicite´
on se resteindra au cas des espaces me´triques complets.
6.1. Espace des boules. — Fixons un espace ultrame´trique complet
(X,dist) de diame`tre diam(X) ∈ [0,+∞] et posons
I =
{
[0,diam(X)] lorsque diam(X) < +∞,
[0,+∞) lorsque diam(X) = +∞.
Conside´rons la relation d’e´quivalence ∼ sur X × I de´finie par
(x, r) ∼ (x′, r′) si et seulement si r = r′ et r ≥ dist(x, x′) ,
voir figure. On de´signe par A RX le quotient X × I/ ∼ et pour chaque e´le´ment
(x, r) de X × I on de´signe par [x, r] le point de A RX repre´sente´ par (x, r).
x x’ x x’.
r = dist(x, x’) 
Notons que l’application x 7→ [x, 0] de X a` A RX est une bijection sur son
image. On identifieraX a` son image dansA RX . D’autre part, notons que lorsque
X est de diame`tre fini, l’ensemble X×{diam(X)} est une classe d’e´quivalence
de ∼.
Notons que pour chaque (x, r) ∈ X × I l’ensemble
{w ∈ X | dist(w, x) ≤ r}
ne de´pend que de la classe d’e´quivalence de (x, r), i.e. de [x, r] ∈ A RK . On
notera cet ensemble par B[x,r]. Notons que lorsque r > 0 cet ensemble est une
boule de X.
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Pour [x, r] ∈ A RK on pose
diam([x, r]) := r .
La fonction diam : A RX → I ainsi de´finie s’annule pre´cise´ment sur X.
6.2. Ordre partiel 4. — On de´signe par 4 l’ordre partiel sur A RX de´finie
par,
S 4 S ′ si et seulment si BS ⊂ BS′ .
Si l’on pose S = [x, r] et S ′ = [x′, r′], alors les points S et S ′ sont relie´s par
4 si et seulement si dist(x, x′) ≤ max{r, r′} et dans ce cas on a S 4 S ′ si et
seulement si r ≤ r′. En particulier S 4 S ′ implique diam(S) ≤ diam(S ′).
6.3. Fonctions ·∨· et sup{·, ·}. — Notons que pour S = [x, r] et S ′ = [x′, r′]
dans A RX , on a
[x,max{r, r′,dist(x, x′)}] = [x′,max{r, r′,dist(x, x′)}] .
On notera ce point de A RX par S ∨ S
′. Il est caracte´rise´ comme le plus petit
point qui est a` la fois plus grand que S et que S ′, par rapport a` l’ordre partiel
4 . D’autre part, on a
(5) S 4 S ′ si et seulement si S ∨ S ′ = S ′ .
En particulier, pour chaque point S de A RX on a S ∨ S = S.
Pour S et S ′ comme avant on pose,
sup{S,S ′} := diam(S ∨ S ′)
= max{r, r′,dist(x, x′)} .
Notons qu’on a
max{diam(S),diam(S ′)} ≤ sup{S,S ′} ,
et pour S0,S1 ∈ A
R
X ,
(6) sup{S0,S1} ≤ max{sup{S0,S}, sup{S,S1}} .
Notons finalement qu’on a sup{S,S} = diam(S).
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6.4. Segments. — Etant donne´s S = [x, r], S ′ = [x′, r′] ∈ A RX on pose,
[S,S ′] := {S˜ ∈ A RX | S 4 S˜ 4 S ∨ S
′ ou S ′ 4 S˜ 4 S ∨ S ′}
= {[x, r′′] | r′′ ∈ [r,max{r, r′,dist(x, x′)}]}
∪{[x′, r′′] | r′′ ∈ [r,max{r, r′,dist(x, x′)}]} .
Notons qu’on a [S ′,S] = [S,S ′]. On utilisera la notation usuelle d’intervalles :
[S,S ′) = (S ′,S] = [S,S ′] \ {S ′} et (S,S ′) = (S ′,S) = [S,S ′) \ {S}.
De plus on dira qu’un point S˜ de A RX est entre deux points distincts S et S
′ de
A RX si S˜ ∈ (S,S
′), et on dira qu’une partie de A RX est convexe si et seulement
si pour toute paire de points S et S ′ appartenant a` cet ensemble, le segment
[S,S ′] appartient a` cet ensemble.
Soient S = [x, r] et S ′ = [x′, r′] dans A RX . Alors il est facile de voir que
l’ensemble [S,S ′] est l’union disjointe de S ∨ S ′ et des ensembles
[S,S ∨ S ′) = {[x, r′′] | r′′ ∈ [r,max{r, r′,dist(x, x′)})} ,
[S ′,S ∨ S ′) = {[x′, r′′] | r′′ ∈ [r′,max{r, r′,dist(x, x′)})} .
D’autre part, notons que la fonction diam induit une bijection croissante en-
tre [S,S ∨ S ′] (resp. [S ′,S ∨ S ′]) et l’intervalle [diam(S), sup{S,S ′}] (resp.
[diam(S ′), sup{S,S ′}]) de R.
6.5. Distance δ. — Etant donne´ deux points S = [x, r] et S ′ = [x′, r′] de
A RX , on pose
δ(S,S ′) := sup{S,S ′} − 12(diam(S) + diam(S
′))
= max{r, r′,dist(x, x′)} − 12(r + r
′) .
On ve´rifie aise´ment que δ de´finit une distance sur A RX qui con¨ıncide avec la
distance dist sur X.
Notons que pour chaque x ∈ X la fonction r 7→ [x, 12r] induit une isome´trie
entre I ⊂ R et son image dans A RX . Par conse´quent, lorsque S = [x, r] et
S ′ = [x′, r′] sont des points de A RX tels que S 4 S
′, alors on a S ′ = [x, r′] et
δ(S,S ′) = 12 (diam(S
′)− diam(S)) ,
et la fonction 12 diam induit une isome´trie entre [S,S
′] et l’intervalle
[12 diam(S),
1
2 diam(S
′)] de R.
En ge´ne´ral, pour chaque S,S ′ ∈ A RX l’ensemble [S,S∨S
′] (resp. [S ′,S∨S ′])
est isome´trique a` un intervalle de R de longueur
δ(S,S ∨ S ′) = 12 (sup{S,S
′} − diam(S))
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(resp. δ(S ′,S ∨ S ′) = 12(sup{S,S
′} − diam(S ′))) ,
et l’ensemble [S,S ′] = [S,S ∨ S ′] ∪ [S ′,S ∨ S ′] est isome´trique a` un intervalle
de R de longueur
δ(S,S ∨ S ′) + δ(S ′,S ∨ S ′) = δ(S,S ′) .
On a montre´ ainsi que pour chaque paire de points S et S ′ de A RX , l’ensemble
[S,S ′] est un arc topologique joignant S et S ′ et que [S,S ′] est isome´trique a`
un intervalle de R de longueur δ(S,S ′).
6.6. Comple´tion de A RX . — On de´signe par AX la comple´tion de A
R
X par
rapport a` la distance δ et on de´signe aussi par δ l’extension de δ a` AX .
L’ine´galite´
|diam(S)− diam(S ′)| ≤ 2δ(S,S ′) ,
valable pour tout S et S ′ dans A RX , implique que la fonction diam s’e´tend
continuement a` AX . On de´signe cette extension aussi par diam.
Lemme 6.1. — La fonction diam : AX → R s’annule pre´cisement sur X.
De´monstration. — La fonction diam s’annule sur X. D’autre part, soit S ∈
AX tel que diam(S) = 0 et soit {[xn, rn]}n≥0 une suite de Cauchy dans A
R
X
convergent vers S. On a donc rn = diam(Sn) → 0 lorsque n → ∞ et par
conse´quent {xn}n≥0 converge vers S lorsque n→∞. Comme l’inclusion de X
dans A RX est isome´trique et comme X est complet, on conclut que S ∈ X.
6.7. Extension des fonctions · ∨ · et sup{·, ·}. — Le lemme ci-dessous
implique que les fonctions · ∨ · et sup{·, ·} = diam(· ∨ ·) s’e´tendent de fac¸on
continue a` AX ×AX . Les proprie´te´s et les notations de´crites aux paragraphes
pre´ce´dents s’e´tendent par continuite´ a` AX .
Notons que pour S,S ′ ∈ A RX l’identite´
2δ(S,S ∨ S ′) = sup{S,S ′} − diam(S)
implique qu’on a diam(S) ≤ sup{S,S ′}, avec e´galite´ si et seulement si S =
S ∨ S ′.
Lemme 6.2. — Pour S,S0,S1 ∈ A
R
X on a
δ(S ∨ S0,S ∨ S1) ≤ δ(S0,S1) .
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De´monstration. — Posons S = [x, r] et Si = [xi, ri]. Alors,
2δ(S ∨ S0,S ∨ S1) = 2max{r, r0, r1,dist(x, x0),dist(x, x1)}
−max{r, r0,dist(x, x0)} −max{r, r1,dist(x, x1)}
≤ |max{r0,dist(x, x0)} −max{r1,dist(x, x1)}| .
Sans perte de ge´ne´ralite´ on suppose qu’on a
max{r0,dist(x, x0)} ≥ max{r1,dist(x, x1)}.
Dans le cas r0 ≥ dist(x, x0), on a
max{r0,dist(x, x0)} −max{r1,dist(x, x1)} ≤ r0 − r1 ≤ 2δ(S0,S1) .
On se rame`ne donc au cas dist(x, x0) > r0 ; on a alors
dist(x, x0) = max{r0,dist(x, x0)} ≥ max{r1,dist(x, x1)} .
Si dist(x, x1) = dist(x, x0) alors il n’y a rien a` montrer ; on suppose donc que
dist(x, x1) < dist(x, x0). Alors dist(x0, x1) = dist(x, x0) ≥ max{r0, r1} d’ou`,
2δ(S0,S1) = 2dist(x0, x1)− r0 − r1
≥ dist(x, x0)−max{r1,dist(x, x1)} = 2δ(S ∨ S0,S ∨ S1) .
6.8. Structure d’arbre. — Rappelons qu’un espace me´trique (A , d) est
un arbre re´el si pour chaque paire de points a et a′ dans A il existe un et un
seul arc topologique joignant a et a′ et que cet arc topologique est isome´trique
a` un intervalle de R de longuer d(a, a′).
Proposition 6.3. — Chacun des espaces me´triques (A RX , δ) et (AX , δ) est un
arbre re´el.
La preuve de cette proposition est ci-dessous. On utilisera la notation usuelle
d’intervalles pour de´signer les arcs topologiques dans AX , de la meˆme fac¸on
comme on a fait pourA RX , voir § 6.4. Une des conse´quences de cette proposition
est qu’une partie de A RX (resp. AX) est connexe si et seulement si elle est
convexe. En particulier, toute intersection d’ensembles connexes est connexe.
La preuve de la proposition s’appuit sur le lemme suivant.
Lemme 6.4. — Soit S0 = [a0, r0] un point de A
R
X et soit γ : [0, 1]→ A
R
X une
fonction continue telle que γ(0) 4 S0 et telle que pour chaque t ∈ [0, 1] on ait
diam(γ(t)) ≤ r0. Alors pour tout t ∈ [0, 1] on a γ(t) 4 S0 avec e´galite´ si et
seulement si diam(γ(t)) = r0.
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De´monstration. — Etant donne´ a ∈ X et r > 0 soit
B
−(a, r) = {[a′, r′] ∈ A RX | max{dist(a, a
′), r′} < r} .
Comme max{dist(a, a′), r′} = sup{[a′, r′], a} et la fonction sup{·, ·} est con-
tinue, l’ensemble B−(a, r) est ouvert dans A RX .
Etant donne´ r ≥ r0 et a, a
′ ∈ X, les ensembles B−(a, r),B−(a′, r) sont
soit e´gaux, soit disjoints. Comme pour tout r > r0 le point S0 appartient a`
B−(a0, r), on conclut que γ([0, 1]) ⊂ B
−(a0, r) et que
γ([0, 1]) ⊂
⋂
r>r0
B
−(a, r) = {S ∈ A RX | S 4 S0} .
Pour chaque t ∈ [0, 1] on a donc 2δ(γ(t),S0) = r0 − diam(γ(t)) et par
conse´quent on a γ(t) = S0 si et seulement si diam(γ(t)) = r0.
De´monstration de la proposition. — Comme la comple´tion d’un arbre re´el est
aussi un arbre re´el, il suffit de montrer que (A RX , δ) est un arbre re´el. Pour cela,
il reste a` montrer que pour chaque paire de points S = [x, r],S ′ = [x′, r′] ∈ A RX ,
l’ensemble [S,S ′] est le seul arc topologique joignant S et S ′. Soit γ : [0, 1]→
A RX une fonction continue et injective telle que γ(0) = S et γ(1) = S
′.
On montrera d’abord que
ρ = sup{diam(γ(t)) | t ∈ [0, 1]} ≥ sup{S,S ′} .
En effet, le lemme pre´ce´dent implique que pour chaque t ∈ [0, 1] on a γ(t) 4
[x, ρ]. On a donc S ′ 4 [x, ρ] et par conse´quent ρ ≥ max{r, r′,dist(x, x′)} =
sup{S,S ′}.
Il reste a` montrer que γ([0, 1]) = [S,S ′]. Comme γ est injective, il suffit
de montrer que pour tout [x0, r0] ∈ [S,S
′] il existe t0 ∈ [0, 1] tel que γ(t0) =
[x0, r0]. On se rame`ne au cas ou` [x0, r0] ∈ [S,S ∨ S
′] ; c’est a` dire qu’on peut
supposer x0 = x et qu’on a r0 ∈ [r, sup{S,S
′}]. Alors l’infimum
t0 = inf{t ∈ [0, 1] | diam(γ(t)) ≥ r0},
est bien de´fini et le lemme pre´ce´dent implique qu’on a γ(t0) = [x0, r0].
6.9. L’ordre partiel 4 sur AX . — On prend la proprie´te´ (5), valable sur
A RX , pour e´tendre l’ordre partiel 4 a` AX : pour deux points S et S
′ de AX on
de´finit S 4 S ′ si et seulement si S ∨ S ′ = S ′. La transitivite´ de 4 est donne´e
par la partie 2 du lemme suivant.
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Notons que S 4 S ′ implique δ(S,S ′) = 12(diam(S
′) − diam(S)) et par
conse´quent dans ce cas on a diam(S) ≤ diam(S ′) avec e´galite´ si et seulement
si S = S ′.
Lemme 6.5. — Soient S,S ′ ∈ AX tels que S 4 S
′. Alors on a les proprie´te´s
suivantes.
1. Pour S˜ ∈ AX tel que sup{S, S˜} ≤ diam(S
′) on a S˜ 4 S ′.
2. Pour S ′′ ∈ AX tel que S
′′ < S ′, on a S ′′ < S ′.
De´monstration. —
1. On a
diam(S ′) ≤ sup{S˜ ,S ′} ≤ max{sup{S˜ ,S}, sup{S,S ′}} ≤ diam(S ′) .
C’est a` dire qu’on a δ(S ′, S˜ ∨S ′) = sup{S˜ ,S ′}−diam(S ′) = 0 et donc S˜ ∨S ′ =
S ′. Par conse´quent on a S˜ 4 S ′ par de´finition de 4.
2. Notons qu’on a
sup{S,S ′} = diam(S ∨ S ′) = diam(S ′) ≤ sup{S ′,S ′′} = diam(S ′′) .
Comme par hypothe`se S ′′ < S ′, la partie 1 implique qu’on a S ′′ < S.
6.10. Proprie´te´s de l’ordre partiel 4. — L’objectif de cette section est
de montrer la proposition suivante.
Proposition 6.6. — Pour S et S ′ dans AX quelconques on a les proprie´te´s
suivantes.
1. Le point S ∨ S ′ est le plus petit point de AX qui est a` la fois plus grand
que S et que S ′.
2. Le segment ge´ode´sique [S,S ′] de AX joignant S a` S
′ est e´gal a` l’ensemble
{S˜ ∈ AX | S 4 S˜ 4 S ∨ S
′ ou S ′ 4 S˜ 4 S ∨ S ′} .
3. Si S ′ < S et S 6= S ′, alors S ′ ∈ A RX .
4. Si les points S et S ′ sont distincts, alors on a S ∨ S ′ ∈ A RX .
La de´monstration de cette proposition s’appui sur le lemme suivante.
Lemme 6.7. — Pour un point S de AX on a les proprie´te´s suivantes.
1. Pour chaque r ∈ I satisfaisant r ≥ diam(S) il existe un unique point
S(r) de AX tel que S(r) < S et diam(S(r)) = r. Lorsque r > diam(S) on a
S(r) ∈ A RX .
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2. L’ensemble {S(r) ∈ AX | r ∈ I, r ≥ diam(S)} est comple`tement ordonne´
par rapport a` l’ordre partiel 4 et la fonction 12 diam induit une isome´trie crois-
sante entre cet ensemble et l’intervalle {r ∈ I | r ≥ 12 diam(S)} de R.
De´monstration. —
1. Pour montrer l’unicite´, soient S ′ et S ′′ des points de AX tels que S
′ < S,
S ′′ < S et r := diam(S ′) = diam(S ′′). Alors
r ≤ sup{S ′,S ′′} ≤ max{sup{S ′,S}, sup{S,S ′′}} = r ,
d’ou` S ′ = S ′ ∨ S ′′ = S ′′.
Montrons maintenant l’existence de S(r). Lorsque r = diam(S) le point
point S satisfait les proprie´te´s de´sire´es. On se rame`ne alors au cas r > diam(S).
Alors il existe un point [x′, r′] de A RX tel que sup{S, [x
′, r′]} ≤ r. On a donc
r′ ≤ r et la partie 1 du Lemme 6.5 implique qu’on a S 4 [x′, r]. On a montre´
donc que le point [x′, r] ∈ A RX satisfait les proprie´te´s de´sire´es.
Il s’en suit de la preuve que lorsque r > 0, on a S(r) ∈ A RX .
2. Etant donne´s r, r′ tels que r′ ≥ r ≥ diam(S), on a
sup{S(r),S(r′)} ≤ max{sup{S(r),S}, sup{S,S(r′)}} = r′ ,
et alors la partie 1 du Lemme 6.5 implique qu’on a S(r) 4 S(r′). La dernie`re
assertion de la proposition suit du fait que pour chaque paire de points S˜ et
S˜ ′ de AX tels que S˜ 4 S˜
′, on a δ(S˜ , S˜ ′) = 12(diam(S˜
′)− diam(S˜)).
De´monstration de la Proposition 6.6. —
1. Lorsque S et S ′ sont des points de A RX il est facile de voir qu’on a S ∨ (S ∨
S ′) = S∨S ′. Par continuite´ cette identite´ est aussi valable lorsque S et S ′ sont
des points de AX . On a donc S 4 S ∨ S
′ et par syme´trie S ′ 4 S ∨ S ′. Pour
montrer que S ∨ S ′ est le plus petit point satisfaisant ces proprie´te´s, par le
Lemme 6.7 il suffit de montrer que si S˜ est un point tel que S 4 S˜ et S ′ 4 S˜,
alors diam(S˜) ≥ sup{S,S ′}. En effet, dans ce cas on a
sup{S,S ′} ≤ max{sup{S, S˜}, sup{S˜ ,S ′}} = diam(S˜) .
2. Le Lemme 6.7 implique que l’ensemble {S 4 S˜ 4 S ∨ S ′} (resp. {S ′ 4
S˜ 4 S ∨ S ′}) est un arc topologique joignant S et S ∨ S ′ (resp. S ′ et S ∨ S ′).
D’autre part, la partie 1 implique que l’intersection de ces arcs consiste du
point S ∨ S ′. Leur re´union est donc le seul arc topologique dans l’arbre re´el
AX joignant S et S
′.
3. Cette assertion est une conse´quence imme´diate de la partie 1 du Lemme 6.7.
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4. On a montre dans la partie 2 qu’on a S 4 S ∨ S ′ et S ′ 4 S ∨ S ′. Comme
les points S et S ′ sont distincts, on a, soit S 6= S ∨ S ′, soit S ′ 6= S ∨ S ′. Alors
la partie 3 implique qu’on a S ∨ S ′ ∈ A RX .
6.11. Boules de AX . — Etant donne´ (x, r) ∈ X × I, l’ensemble
(7) {S ∈ AK | sup{x,S} ≤ r}
ne de´pend que de la classe d’e´quivalence de (x, r). On notera cet ensemble
par B[x,r]. Lorsque r > 0 on appelera cet ensemble boule ferme´e de AX et
l’ensemble
(8) {S ∈ AX | sup{x,S} < r}
sera appele´ boule ouverte de A RX . De plus, on dira que le point [x, r] de A
R
X \X
est le point de´termine´ par la boule de´finie par (7) ou (8). Notons que l’appli-
cation S 7→ BS induit une bijection entre A
R
X \X et la collection des boules
ferme´es de AX . D’autre part, notons que le point de A
R
K \X de´termine´ par une
boule ouverte B de AK n’appartient pas a` B, et qu’en ge´ne´ral deux boules
ouvertes de AX peuvent de´terminer le meˆme point de A
R
X \X.
Comme la fonction sup{·, ·} est continue sur AX (cf. § 6.7), toute boule
ouverte (resp. ferme´e) de AX est une partie ouverte (resp. ferme´e) de AX .
Notons d’autre part que l’intersection d’une boule de AX avec X est une
boule de X, et que pour chaque S ∈ A RX on a BS ∩X = BS .
Soit B l’ensemble de´fini par (8) (resp. (7)). Alors l’ine´galite´ (6) implique
que pour tout S ′ ∈ B on a
B = {S ∈ AX | sup{S,S
′} < r} (resp. B = {S ∈ AX | sup{S,S
′} ≤ r}).
Par conse´quent, si deux boules de AX s’intersectent, alors l’une est contenue
dans l’autre.
Lemme 6.8. — Chaque boule de AX est connexe.
De´monstration. — Soit B une boule ouverte ou ferme´e de AX et soient S et
S ′ des points dans B. Il suffit de montrer que pour chaque point S˜ dans [S,S ′]
on a sup{S, S˜} ≤ sup{S,S ′} ou sup{S ′, S˜} ≤ sup{S,S ′}. On se rame`ne au
cas ou` S 4 S˜ 4 S ∨ S ′, cf. partie 2 de la Proposition 6.6. Dans ce cas on a
sup{S, S˜} = diam(S˜) ≤ sup{S,S ′}.
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7. L’arbre associe´ a` un corps ultrame´trique
Soit K un corps muni d’une norme ultrame´trique | · |, pour laquelle K
est complet et a` groupe des valeurs non discret. Dans cette section on con-
side`re l’arbre re´el AK construit dans la section pre´ce´dente, lorsque l’espace ul-
trame´trique (X,dist) est e´gal a`K munit de la distance induite par la norme |·|.
On conside`re aussi l’arbre projectivise´ PK := AK ⊔ {∞} muni de la distance
chordale.
7.1. L’arbre AK. — Soient I,A
R
K ,diam, . . . comme dans la Seccion 6,
lorsque l’espace ultrame´trique (X,dist) est e´gal au corps K muni de la
distance induite par la norme | · |. Notons en particulier que I est l’intervalle
[0,+∞) de R. Comme par hypothe`se le groupe des valeurs de K est non
discret, il est facile de voir que l’appliaction S 7→ BS induit une bijection
entre A RK \K et la collection des boules ferme´es et irrationnelles de K. Notons
d’autre part que l’intersection d’une boule ouverte (resp. ferme´e) de AK
avec K est une boule ouverte ou irrationnelle (resp. ferme´e ou irrationnelle)
de K et que pour chaque boule ouverte ou irrationnelle (resp. ferme´e ou
irrationnelle) B de K il existe une unique boule ouverte (resp. ferme´e) B
de AK telle que B ∩K = B.
7.2. Fonction | · |. — Pour [x, r] ∈ A RK on pose |[x, r]| := max{|x|, r}. La
fonction | · | : A RK → I ainsi de´finie co¨ıncide avec la norme | · | sur K. L’ine´galite´∣∣|S| − |S ′|∣∣ ≤ 2δ(S,S ′),
valable pour tout S et S ′ dans A RK , implique que la fonction | · | s’e´tend
continuˆment a` AK . On de´signe aussi par | · | cette extension.
Notons que pour S ∈ AK on a diam(S) ≤ |S|, avec e´galite´ si et seulement
si S = [0, |S|]. Notons d’autre part qu’on a S ∨ 0 = [0, |S|] et sup{S, 0} = |S|.
De plus, si B = {z ∈ K | |z| < r} (resp. B = {z ∈ K | |z| ≤ r}), alors la boule
ouverte (resp. ferme´e) de A RK correspondante est e´gale a`
{S ∈ AK | |S| < r} (resp. {S ∈ AK | |S| ≤ r}) .
7.3. Distance chordale. — On de´signe par ∆ la distance sur AK qu’on
obtient lorsqu’on inte`gre la densite´ S 7→ max{1, |S|}−1 par rapport a` la dis-
tance δ. Comme cette densite´ est continue, l’espace me´trique (AK ,∆) est un
arbre re´el.
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On ve´rifie aise´ment que pour S,S ′ ∈ AK on a
∆(S,S ′) =
sup{S,S ′}
max{1, |S|} ·max{1, |S ′|}
− 12
diam(S)
max{1, |S|}2
− 12
diam(S ′)
max{1, |S ′|}2
.
Notons en particulier que la restriction de cette distance a` K co¨ıncide avec la
restriction de la distance chordale de P1K a` K.
Notons d’autre part que pour chaque r ≥ 1 et chaque paire de points S,S ′
dans la boule Br := {S˜ ∈ AK | |S˜| ≤ r}, on a
(9) r−2δ(S,S) ≤ ∆(S,S ′) ≤ δ(S,S ′)
(on s’appuit ici sur le fait que la boule Br de AK est connexe, cf. § 6.11). On
conclut en particulier que les distances ∆ et δ induisent la meˆme topologie sur
AK .
On de´signe par PK la re´union disjointe de AK et d’un point qu’on de´signe
par ∞. On ide´ntifie alors la partie K ⊔ {∞} de PK a` P
1
K .
Proposition 7.1. — La distance ∆ sur AK s’e´tend en une distance sur
PK = AK ⊔ {∞}, encore note´e ∆, pour laquelle (PK ,∆) est un arbre re´el
complet. De plus, la restriction de ∆ a` P1K co¨ıncide avec la distance chordale
de P1K .
De´monstration. — Par (9), toute suite de Cauchy {Si}i≥0 dans (AK ,∆) qui
n’est pas convergente satisfait |Si| → ∞ lorsque i → ∞. Comme le diame`tre
de AK \ Br par rapport a` ∆ est e´gal a` max{1, r}
−1, toutes les suites de
Cauchy dans AK qui ne sont pas convergentes, sont e´quivalentes. On peut
alors identifier la comple´tion de AK par rapport a` ∆ avec l’ensemble PK =
AK ⊔ {∞}. Il s’en suit que la distance ∆ s’e´tend a` PK et que PK est un
arbre re´el complet par rapport a` cette distance (on s’appuit ici sur le fait que
la comple´tion d’un arbre re´el est aussi un arbre re´el).
Comme la restriction de la distance ∆ sur AK a` K co¨ıncide avec la distance
chordale et comme P1K est comple´t par rapport a` la distance chordale, on
conclut que la restriction de la distance ∆ sur PK = AK ⊔ {∞} a` P
1
K =
K ⊔ {∞} co¨ıncide avec la distance chordale.
Remarque 7.2. — Il est facile de voir que l’arbre re´el (PK ,∆) est
isome´trique a` l’arbre A(P1
K
,∆), de´finie dans la Section 6 lorsque l’espace
ultrame´trique (X,dist) est e´gal a` (P1K ,∆).
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7.4. Extension des fonctions diam, | · |, · ∨ ·, sup{·, ·} et 4. — On
notera par R := R ∪ {±∞} la droite re´elle acheve´e. On e´tend les fonctions
diam, | · | : AK → R en fonctions de´finies sur PK = AK ∪ {∞} et prenant
valeurs dans R, par
diam(∞) = |∞| = +∞ .
D’autre part, on e´tend les fonctions · ∨ · : AK × AK → AK et sup{·, ·} :
AK ×AK → R en fonctions de´finies sur PK ×PK a` valeurs dans PK et R,
respectivement, par
· ∨ ∞ =∞∨ · =∞ et sup{·,∞} = sup{∞, ·} = +∞ .
Notons que la fonction diam est discontinue en ∞ et que la fonction sup{·, ·}
est discontinue en chaque point de la forme (∞, ·) ou (·,∞).
Lemme 7.3. — La fonction | · | est continue sur PK et la fonction · ∨ · est
continue sur PK ×PK .
De´monstration. — La formule ∆(S,∞) = max{1, |S|}−1, valable pour tout
point S dans AK , implique que la fonction | · | est continue en ∞ et donc
sur PK . La continuite´ de ·∨ · est alors une conse´quence de l’identite´ |S ∨S
′| =
max{|S|, |S ′|}, valable pour tout S et S ′ dans AK .
On e´tend la relation 4 a` un relation de´finie sur PK par · 4∞. Il est facile
de voir que 4 est une relation d’ordre partiel de´fini sur PK . Dans le lemme
suivant on de´montre que la partie 2 de la Proposition 6.6 s’e´tend a` PK . On
ve´rifie sans proble`me que les parties 1, 3 et 4 de la Proposition 6.6 sont encore
valables lorsqu’on remplace AK par PK et A
R
K par P
R
K := A
R
K ∪ {∞}. On
conclut en particulier que pour chaque paire de points distincts S,S ′ ∈ PK
l’ensemble (S,S ′) est contenu dans PRK .
Lemme 7.4. — Pour chaque paire de points S et S ′ dans PK on a
[S,S ′] = {S˜ ∈ PK | S 4 S˜ 4 S ∨ S
′ ou S ′ 4 S˜ 4 S ∨ S ′} .
En particulier on a [S,∞] = {S˜ ∈ PK | S 4 S˜}.
De´monstration. — Le cas ou` S et S ′ appartiennent a` AK est donne´ par la
partie 2 de la Proposition 6.6. On se rame`ne alors au cas S ′ =∞. Le Lemme 6.7
implique que l’ensemble
{S˜ ∈ PK | S 4 S˜} = {S˜ ∈ AK | S 4 S˜} ∪ {∞}
est un arc topologique dans PK joignant S et ∞. Cet ensemble est donc e´gal
a` [S,∞].
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7.5. Boules de PK. — Une boule ouverte (resp. ferme´e) de PK est soit
une boule ouverte (resp. ferme´e) de AK , soit le comple´mentaire dans PK
d’une boule ferme´e (resp. ouverte) de AK . Toute boule ouverte (resp. ferme´e)
de PK est une partie ouverte (resp. ferme´e) de PK .
Rappelons que chaque boule de AK de´termine un point de A
R
K \K (§ 6.11).
Lorsque B est une boule de PK qui n’est pas une boule de AK , alors l’ensem-
ble B′ := PK \ B est une boule de AK et on dit que le point de A
R
K \ K
de´termine´ par B′ est le point determine´ par la boule B. De cette fac¸on chaque
boule de PK de´termine un point de A
R
K \K. Notons que le point de A
R
K \K
determine´ par une boule ouverte B de PK , n’appartient pas a` B.
Lorsque B est une boule ouverte (resp. ferme´e) de PK , l’ensemble B ∩P
1
K
est une boule ouverte ou irrationnelle (resp. ferme´e ou irrationnelle) de P1K.
Inversement, a` chaque boule ouverte ou irrationnelle (resp. ferme´e ou irra-
tionnelle) B de P1K correspond une unique boule ouverte (resp. ferme´e) B de
PK telle que B ∩ P
1
K = B.
Proposition 7.5. —
1. Chaque boule de PK est connexe.
2. Pour chaque boule B de PK , l’ensemble B
R = B ∩ PRK est dense
dans BR.
3. Soit B une boule ouverte de PK et soit S le point de P
R
K \K determine´
par B. Alors pour chaque S ′,S ′′ ∈ B il existe S ∈ B tel que
[S ′,S) ∩ [S ′′,S) = [S,S).
En particulier les segments (S ′,S) et (S ′′,S) s’intersectent.
De´monstration. —
1. Soit B une boule de AK . Comme on a de´ja` montre´ que les boules de
AK sont connexes (cf. § 6.11), il suffit de montrer que le comple´mentaire
de B dans PK est connexe. Par § 6.4 il suffit donc de montrer que pour
tout point S dans PK \ B et tout point S
′ de PK tel que S 4 S
′, on a
S ′ ∈ PK \B. Pour montrer cette dernie`re assertion, soit S0 un point dans B.
Lorsque diam(S ′) ≥ sup{S0,S} on a sup{S0,S
′} ≥ sup{S0,S} et lorsque
diam(S ′) ≤ sup{S0,S} on a
sup{S0,S} ≤ max{sup{S0,S
′}, sup{S ′,S}} = sup{S0,S
′} .
Dans tous les cas on a donc sup{S0,S
′} ≥ sup{S0,S} et par conse´quent S 6∈ B
implique S ′ 6∈ B. Ceci termine la preuve de la partie 1.
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2. Soit S ∈ B quelconque et choisisons S ′ ∈ B distinct de S. Comme B est
connexe, on a [S,S ′] ⊂ B et comme (S,S ′) ⊂ PRK , on conclut que (S,S
′) ⊂
BR (§ 7.4). Par conse´quent S est contenu dans la fermeture topologique de
(S,S ′) ⊂ BR. Comme S est un point arbitraire de B, on conclut que BR est
dense dans B.
3. Comme PK est un arbre re´el l’intersection [S,S
′] ∩ [S ′,S ′′] ∩ [S ′′,S] est
re´duite a` un unique point qu’on note par S. L’assertion de´sire´e est alors une
conse´quence inme´diate du fait que S ∈ [S ′,S ′′] ⊂ B et du fait que S 6∈ B.
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8. Topologie fine de P1K
Rappelons que l’application S 7→ BS induit une bijection entre A
R
K \K et
la collection des boules ferme´es et irrationnelles de K, voir § 6.1.
The`ore`me 1. — Soit ι : A RK \ K → P
1
K l’application dont l’image d’un
point S est e´gale a` l’unique filtre de Cauchy minimal F dans P1K satisfaisant
BF = BS . Alors on a les proprie´te´s suivantes.
1. L’application ι s’e´tend a` une bijection uniforme´ment continue de
(PK ,∆) a` l’espace uniforme P
1
K ; on note cette extension encore par ι.
2. Pour chaque boule ouverte ou irrationnelle (resp. ferme´e ou irrationnelle)
B de P1K , l’image par ι de la boule ouverte (resp. ferme´e) de PK correspon-
dante a` B est e´gale a` la boule ouverte (resp. ferme´e) de P1K correspondante
a` B.
On repousse la de´monstration de ce the´ore`me au paragraphe § 8.1. On
identifie PK et P
1
K par la bijection ι donne´e par le the´ore`me. De la meˆme
fac¸on comme on a fait pour PK , on utilisera la notation usuelle d’intervalles
pour de´signer les arcs dans P1K . On appellera topologie faible la topologie
originale de P1K et on appellera topologie fine la topologie sur P
1
K induite par
celle de PK .
Corollaire 8.1. — Toute boule de P1K est connexe par rapport a` la topologie
faible et par rapport a` la topologie fine. La frontie`re par rapport a` la topologie
fine (resp. faible) d’une boule de P1K , est e´gale au point de P
1
K de´termine´ par
cette boule.
De´monstration. — Comme les boules de PK sont connexes (Proposition 7.5),
le the´ore`me pre´ce´dent implique que les boules de P1K sont connexes. En vue du
Lemme 5.4, la deuxie`me assertion est une conse´quence imme´diate du the´ore`me.
Corollaire 8.2. — Pour un point S de P1K on a les proprie´te´s suivantes.
1. Lorsque S est rationnel ou irrationnel, les composantes connexes de P1K \
{S} sont les boules ouvertes de la forme B̂, avec B ∈ π(S).
2. Lorsque S est singulier ou appartient a` P1K, l’ensemble P
1
K \ {S} est
connexe.
De´monstration. —
1. Par la Proposition 5.3 la collection {B̂ | B ∈ π(S)} forme une partition de
P1K \ {S}. Comme pour chaque B ∈ π(S) l’ensemble B̂ est ouvert et connexe,
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on conclut que cette partition est la partition de P1K \ {S} en composantes
connexes.
2. Lorsque S est un point de P1K ou un point singulier, on peut trouver une
suite de´croissante de boules ouvertes {Bn}n≥0 de P
1
K , telle que
⋂
n≥0 B̂n = {S}
(cf. Proposition 4.2). Alors pour chaque entier n ≥ 0, l’ensemble Dn = P
1
K \B̂n
est une boule ferme´e de P1K et {Dn}n≥0 est une suite d’ensembles connexes tel
qu’on a P1K \ {S} =
⋃
n≥0Dn. On conclut que P
1
K \ {S} est connexe.
Corollaire 8.3. — La topologie faible et la topologie fine induisent la meˆme
topologie sur chaque segment ge´ode´sique de P1K . Par conse´quent, pour une
partie V de P1K les proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes.
1. V est convexe.
2. V est connexe par rapport a` la topologie fine.
3. V est connexe par rapport a` la topologie faible.
En particulier toute partie connexe de P1K est connexe par arcs et toute inter-
section de parties connexes de P1K est connexe.
De´monstration. — Soit ℓ un segement ge´ode´sique de P1K . Avec la topologie
fine, ℓ est home´omorphe a` un intervalle de R (cf. § 7.3). Il suffit alors de
montrer que pour tout point S de ℓ qui n’est pas une extre´mite´ de ℓ, chacune
des composantes connexes de ℓ \ {S} par rapport a` la topologie fine est un
ouvert dans ℓ par rapport a` la topologie faible.
Soit alors S ∈ ℓ un point qui ne soit pas une extre´mite´ de ℓ. Alors ℓ \ {S}
posse`de 2 composantes connexes, qu’on de´signe par ℓ′ et ℓ′′. Comme S n’est
pas une extre´mite´ de ℓ, il s’en suit que S est un point rationnel ou irrationel de
P1K (voir § 7.4). Le Corollaire 8.2 implique alors qu’il existe une boule B
′ (resp.
B′′) ∈ π(S) telle que ℓ′ ⊂ B̂′ (resp. ℓ′′ ⊂ B̂′′). La partie 3 de la Proposition 7.5
implique alors que B′ 6= B′′. On conclut donc que ℓ′ = ℓ∩B̂′ et que ℓ′′ = ℓ∩B̂′′.
Comme chacune B̂′ et B̂′′ sont des parties ouvertes de P1K par rapport a` la
topologie fine, on obtient l’assertion de´sire´e.
8.1. De´monstration du The´ore`me 1. — Soit ι : A RK \K → P
1
K comme
dans l’e´nonce´ du The´ore`me 1. On e´tend ι a` PRK = A
R
K ∪ {∞} par ι(∞) =∞,
de telle fac¸on que ι induise l’identite´ sur P1K .
La de´monstration du The´ore`me 1 s’appuit sur le lemme suivant. Rappelons
que si B est une boule ferme´e ou irrationnelle (resp. ouverte ou irrationnelle)
de P1K , alors B (resp. B̂) est une boule ferme´e (resp. ouverte) de P
1
K , voir § 5.1.
De plus, rappelons que pour une boule B de PK on pose B
R = B ∩PRK .
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Lemme 8.4. — Soit B une boule ouverte (resp. ferme´e) de PK et soit B =
B ∩ P1K la boule de P
1
K correspondante. Alors on a
ι−1(B̂) = BR (resp. ι−1(B) = BR) .
De´monstration. — On se rame`ne au cas ou` B ne contient pas∞. Alors B est
une boule de K.
Supposons d’abord que la boule B est ouverte. Soient a0 ∈ K et r0 > 0 tels
que B = {|z − a0| < r0}. Il est facile de voir que pour [a, r] ∈ A
R
K on a
sup{[a, r], a0} = max{|a− a0|, r0} < r
si et seulement si B[a,r] = {z ∈ K | |z − a| ≤ r} ⊂ B. Cette dernie`re proprie´te´
est e´quivalente a` ce que B appartient au filtre de Cauchy minimal ι([z, r]) i.e.
ι([z, r]) ∈ B̂. On a donc ι−1(B̂) = B ∩PRK .
Supposons maintenant que la boule B est ferme´e. Soient a0 ∈ K et r0 > 0
tels que B = {|z − a0| ≤ r0}. Alors il est facile de voir que pour [a, r] ∈ A
R
K
on a
sup{[z, r], a0} = max{|a− a0|, r0} ≤ r
si et seulement si B[a,r] ⊂ B. Cette dernie`re proprie´te´ est e´quivalente a` ce que
B rencontre tout e´le´ment de ι([z, r]) i.e. ι([z, r]) ∈ B. On a donc ι−1(B) =
B ∩PRK .
De´monstration du The´ore`me 1. — Comme les affino¨ıdes ouverts forment une
base pour la topologie de P1K (§ 5.1), le Lemme 8.4 implique que l’application
ι : PRK → P
1
K est continue.
1.1. ι est uniforme´ment continue. Pour montrer que l’application ι : PRK → P
1
K
est uniforme´ment continue il suffit de montrer que pour chaque recouvrement
C ∈ C il existe ε > 0 tel qu’on ait la proprie´te´ suivante. Pour toute paire de
points S,S ′ ∈ PRK tel que ∆(S,S
′) < ε, il existe Y ∈ C tel qu’on ait S,S ′ ∈ Ŷ .
Notons que la partie ∂C =
⋃
Y ∈C ∂Ŷ de P
1
K est un ensemble fini de points
rationnels (cf. Lemme 5.6). Etant donne´ F ∈ ∂C soit YF ∈ C tel que F ∈ ŶF.
Comme l’application ι est continue, il existe ε(F) > 0 tel que l’image par ι de
l’ensemble
{S ′ ∈ PRK | ∆(ι
−1(F),S ′) ≤ ε(F)}
soit contenue dans ŶF. On pose ε = minF∈∂C ε(F).
Soient S,S ′ ∈ PRK tels que ∆(S,S
′) < ε et soit Y ∈ C tel que ι(S) ∈ Ŷ .
On se ramene au cas ou` ι(S ′) 6∈ Ŷ . Comme l’ensemble [S,S ′] ⊂ PRK est
connexe, on conclut qu’il existe un point S0 ∈ [S,S
′] tel que ι(S0) appartient
a` ∂Ŷ ; on pose F = ι(S0). Comme ∆(S0,S),∆(S0,S
′) ≤ ε ≤ ε(F), on conclut
DROITE PROJECTIVE DE BERKOVICH 43
que ι(S), ι(S ′) ∈ ŶF. Ceci termine la de´monstration que l’application ι est
uniforme´ment continue.
1.2. ι s’e´tend a` une bijection uniforme´ment continue de PK a` P
1
K . Comme
ι : PRK → P
1
K est uniforme´ment continue, elle s’e´tend a` une fonction uni-
forme´ment continue de PK a` P
1
K , voir [Bou, II, § 3, Proposition 15]. On
notera cette extension aussi par ι. Il reste a` montrer que ι est une bijection.
Pour montrer que ι est surjective, soit F un point singulier de P1K . Pour
chaque r > diam(BF), soit Br la boule ferme´e ou irrationnelle de K de
diame`tre r appartenant a` F, et soit Fr (resp. Sr) le point de P
1
K (resp. A
R
K ) cor-
respondant. Il est facile de voir que Fr converge vers F lorsque r → diam(F).
D’autre part, notons que la collection {Br}r>diam(BF) est comple`tement or-
donne´e par rapport a` l’inclusion (Proposition 4.2) et que l’application ρ 7→ S2ρ
est une isome´trie croissante entre {ρ ∈ R | ρ > 12 diam(BF)} et son image dans
A RK . Par conse´quent Sr converge vers un point S de AK lorsque r→ diam(BF).
Par continuite´ de ι on a ι(S) = F.
Pour montrer que ι est injective, soient S,S ′ ∈ PK distincts. Pour chaque
r ∈ [diam(S),+∞] (resp. r ∈ [diam(S ′),+∞]) soit Sr (resp. S
′
r) le point de
PK tel que Sr < S (resp. Sr < S
′) et diam(Sr) = r. Alors pour r 6= diam(S)
(resp. r 6= diam(S ′)) on a Sr ∈ P
R
K (resp. S
′
r ∈ P
R
K), voir Lemme 6.7.
Supposons d’abord S et S ′ ne sont pas relie´s par 4, de telle fac¸on
que S ∨ S ′ soit distinct de S et de S ′. Si l’on pose ρ = sup{S,S ′},
alors on a ρ > max{diam(S),diam(S ′)} et Sρ = S
′
ρ = S ∨ S
′. Fixons
r0 ∈ (max{diam(S),diam(S
′)}, sup{S,S ′}) et posons
B = {S˜ ∈ PK | sup{S˜,S} ≤ r0}, B = B ∩ P
1
K ,
B
′ = {S˜ ∈ PK | sup{S˜,S
′} ≤ r0} et B
′ = B′ ∩ P1K .
Notons que les sous-ensembles B et B′ de P1K sont disjoints. D’autre part,
pour tout r ∈ (diam(S), r0] (resp. r ∈ (diam(S ′), r0]) on a Sr ∈ B∩PRK (resp.
S ′r ∈ B∩P
R
K) et par conse´quent on a ι(Sr) ∈ B (resp. S
′
r ∈ B
′) (Lemme 8.4).
Par continuite´ de ι on a alors ι(S) ∈ B et ι(S ′) ∈ B′, d’ou` ι(S) 6= ι(S ′).
Supposons maintenant que S et S ′ sont relie´s par 4. On se rame`ne au cas
ou` S 4 S ′. On a alors diam(S) < diam(S ′) et S ′ = Sdiam(S′). De plus le
Lemme 6.7 implique que S ′ ∈ PRK . Fixons r0 ∈ (diam(S),diam(S
′)) et posons
B = {S˜ ∈ PK | sup{S˜,S} ≤ r0} et B = B ∩ P
1
K .
Comme pour tout r ∈ (diam(S), r0] on a Sr ∈ B∩P
R
K, le Lemme 8.4 implique
qu’on a ι(Sr) ∈ B. Par continuite´ de ι on a ι(S) ∈ B. D’autre part, comme
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S ′ 6∈ B le Lemme 8.4 implique qu’on a ι(S ′) 6∈ B. On a donc ι(S) 6= ι(S ′).
Ceci termine la de´monstration du fait que ι est une bijection.
2. Etant donne´e une boule B de PK , soit B = B ∩ P
1
K , B
′ = PK \ B et
B′ = B′∩P1K. Comme l’ensemble B
R est dense dans B (partie 2 de la Propo-
sition 7.5), le Lemme 8.4 et la continuite´ de ι impliquent que ι(B) est contenu
dans B. Par le meˆme raisonnement on a ι(B′) ⊂ B′. Quitte a` remplacer B par
B′, on se rame`ne au cas ou` la boule B de PK est ouverte. Soit F le point de P
1
K
determine´ par B. On a alors F 6∈ B̂ et B = B̂∪{F} (Lemme 5.4). Comme l’ap-
plication ι est une bijection le Lemme 8.4 implique qu’on a ι−1(F) 6∈ B, d’ou`
on conclut que ι(B) ⊂ B̂. Comme les ensembles B et B′ sont comple´mentaires
dans PK et les ensembles B̂ et B′ sont comple´mentaires dans P
1
K , on conclut
que ι(B) = B̂ et ι(B′) = B′.
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